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Potenzen, Wurzeln,

_ogarithmen

In diesem Kapitel dreht sich alles um Gleichungen der Form a” = ¢. Je nachdem, welche Variable die
Unbekannte ist, wirst du die Gleichung durch Potenzieren, Wurzelziehen oder Logarithmieren l6sen.

Verschaffe dir einen Uberblick:

Exponenten € IV, 2 @

a3= d-q d

P0+Eﬂ29h

e
"~ Totenzen Wurzeln,

e Logari‘r\ﬂmen

Rechenreqeln +




. 1.1 Potenzen mit natiurlichen Exponenten

Die Potenz a" mit Basis a € R und Exponent (Hochzahl) n € N ist definiert als:

a"=a-a-a-...-a firn # 0
R ———
n Faktoren
a’ =1 flra # 0

Das Ergebnis nennen wir Wert der Potenz.
Zwei Potenzen sind gleich, wenn sie denselben Wert haben.

p
@ Berechne ohne Taschenrechner: a) 2* b) (-5)°

Ausfilhrung: a) 2*=2-2-2-2 = 16 b) (-5)® = (-5) - (-5) - (-5) = —125

p
@ Vereinfache zu einem Term ohne Klammern: a) (-2a)®> b) (3a)’> — 3a°

Ausfiihrung: a) (-2 a)P = (-2a)- (-2a)- (2a) = (-2)-(2)-(2)-a-a-a=-8a°
b) (33)2 _ 382 = (3a)-(3a) — 3a2 — 982 _ 332 _ 682

&

Statt der Definition der Potenz, kannst du auch folgende Rechengesetze verwenden:

mit naturlichen Exponenten

ak.an:ak+n (a.b)n:an.bn
a“:a"=a""" firk=n
(@ =a"" (2= farb#0

Va,beR, Vk,neN

fir @-b)"=a"-n" Va,beR,neN:
Wir schreiben die Potenz als Produkt und vereinfachen:
(@+b) = l(a-b)-(a-b)-...-(a-b)‘=la-a-...-a‘-lb-b-...-b1=a”-b”
n Klammern n Faktoren n Faktoren

Analog beweist du in den Aufgaben 14 und 15 die restlichen Rechenregeln aus obigem Satz.

-
: tin maglinhe _(68)° - (5b%)*
@ Vereinfache so weit wie moglich: 25577 - (207
Ausfiihrung: Lose zuerst die Klammern auf und kirze wann immer moglich!
(6a)’-(50)* _ _6°a’-5'° -
25227 - (20 25%a% L2 b0 6 und 25 faktorisieren
. 23.3%.5%.5%.p8 ..
=T e Kren

_ _27p
a




Grundvorstellung: Die Berechnung von a" kannst du
dir mit einer lterationsmaschine vorstellen: Sie multi-

pliziert 1 so oft mit a wie die Hochzahl n angibt:

a"=a-a-a-:...-a
e ——
n Faktoren

firn # 0O

1. Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

multipliziere mit a

@

n mal

Um a° zu berechnen, multipliziert die Iterationsmaschine die Zahl 1 null Mal mit a. Es wird also Uberhaupt

nichts multipliziert! Daher: a° = 1

=

(fur a # 0). Warum dies nur fur a # O gilt, besprechen wir spater.

——{ Aufgaben
Berechne ohne Taschenrechner:
a) 5> b) 6* c) 8 d) 10°e) 9° f) 1’
Wie 4:
a) (-4° b) (-1)° ¢) (37 d) (-2
Wie 4:
a) 25° b) 15* ¢) (-11)° d) (-20)
Wie 4:
a) 10° b) 10° c) 10°
d) (-10)? e) (-10)° f) (-10)°

10

1"

12

Vereinfache zu einem Term ohne Klammern.
Arbeite

(1) ohne Verwendung der Rechengesetze.
(2) mit den Rechengesetzen flr Potenzen.

a) (3a)* b) (-5a) c) (4a)°
d) (9a)° e) (7a) f) (-a)°
Wie 8:

a) (-2a)° b) (6a)* c) (-12a)°
d) (15a)® e) ((10a)® f) (7a)*
Wie 8:

a) (2a°)° b) (-a%° c) (5a°)°
d) (9a? e) (-3a"? f) (8a")’
Wie 8:

a) (2a)*-a° b) (-2a)®: (4a)®
c) -5a*- (3a)’ d) (6a)" : (36a°%
e) (-10a)°: (10a)°® f) 81a°: (-18a)
Wie 8:

a) (-a)°- (2a)’ b) (4a° - (-2a)°
c) 3a°- (-5a%° d) 4-(9a%°: (-6a%)"
e) (-4a%°: (5a%)° f) (-3a)":(-9a°

13

14

15

16

117

18

19

20

Wie 8:

a) 5a° — (5a)° b) (4a)® - 4a°
c) (-a)P° — a° d) (-2a)* + 2a*
e) (-3a)’ + (3a)’ f) (-4a)° + (4a)°
Beweise, dass gilt: (%)n = Z—:
Va,beR, b#0, VneN

Beweise folgende Rechengesetze:
a) ak . an — ak+n
b) a:a"=a""" firk = n

c) (ak)n — ak-n

Fir welche Werte von n € N ist der Wert der
Potenz a" mit a < O a) positiv, b) negativ?
Begriinde jeweils!

n

& Jan meint: ,a" ist groer als a, weil beim

Potenzieren wiederholt multipliziert wird.“

(1) Warum ist Jans Behauptung im Allgemeinen
falsch?

(2) Gibt es Voraussetzungen, fur die die Be-
hauptung richtig ist? Welche?

Begrundet eure Antworten!

& Conny behauptet, dass (a + b)*> = a> + b?
ist. Erklart auf zwei Arten, warum dies im All-
gemeinen nicht zutrifft!

Vereinfache so weit wie moglich.

a) -5a°-(-4a°b)° b) (—2ab®?- 4b?
c) (-a°b®° - (=3)-b> d) (4ab’®?-(-3a)'b’
e) (-2a°b)° - (4ab®? f) (Bab?®-(2a’b??
Wie 19:
a) Ral b ) LOL o) GI3EY
-3a'b (-2ab)
d) (-3a% 5b3)2 ) 10 - (-a*b%? f) -2 - (5a°h)*
(2a°b)° (5a)’b* 6a’- (-3b)°

7



. 1.2 Potenzen mit ganzzahligen Exponenten
Was meinst du: Hat es einen Sinn, negative ganze Zahlen im Exponenten zuzulassen?
Du hast im letzten Abschnitt unter anderem gelernt, dass a* : a” = @~ " fiir natiirliche Exponenten k, n mit

k = n gilt. Dieses Rechengesetz wollen wir nun auf beliebige natlrliche Exponenten erweitern, also auch
fur k < n anwenden. Dass dies sinnvoll ist, siehst du am folgenden Beispiel:

2
Wir berechnen % auf zwei Arten:
2 . . . 2 o -
ohne Gesetz: % = o =1 mit (erweitertem) Gesetz: & = a°> % =a®
a asa*ra*aca+a-+a-+a a a

Wir sehen: Exponenten konnen durch diese Erweiterung des Rechengesetzes negativ werden. Wir wollen
nun auch mit negativen Hochzahlen rechnen und erweitern daher die Definition einer Potenz. Dabei bleiben
die ,alten“ Rechengesetze von Seite 6 glltig:

Die Potenz a’ mit Basis a € R, a # 0 und Exponent (Hochzahl) z € 7 ist definiert als:

a®=a-a-a-..-a fuirz>0
z Faktoren

a’=1

az=m firz <O
| z | Faktoren

Bemerkung: Wir kdnnen somit jede Potenz mit negativem Exponenten als Bruch und umgekehrt jeden
Bruch mithilfe von Potenzen anschreiben.

21 ) Schreibe a® als Bruch und stelle % mithilfe einer Potenz dar.

Ausfuhrung: Verwende obige Definition.

at=——-21— =1 ynd 2=2.1=02.4
a-a-a-+-a-+a-a a a a

22 ) schreibe mit positiven Exponenten:  *.-a*
a’-k

Ausfiihrung: Schreibe zuerst die Potenzen mit negativen Hochzahlen als Briiche, 16se dann den
Doppelbruch auf und kirze:

K3
a

=2 =
— a a
a’ -k

Koat _ K-

as- ki L.
a

x|k NJH
3
o
@
w
x~
o

23 ) schreibe als Produkt von Potenzen: %ﬁ

Ausfiihrung: Lose zuerst die Klammern auf und kurze wann immer moglich!

52-a°- (—4h)? =52~a6~16b2=5_62=5.a2'b—1
5. (2a) - b 5-16a*- b b



——{ Aufgaben )

1. Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

Berechne ohne Taschenrechner:

a) 37 b) 4° c) 5°

d) 83 e) 2° f) 13
(25 ) wie 24:

a) (-5)° b) (-8)° c) (-1)°

d) (-6)" e) (-5)* f) (-2)°
Wie 24:

a) 1072 b) 1073 c) 10°

d) (-10)* e) (-10)° f) (-10)"

@ @ Wie konnen wir uns das Potenzieren mit
einem Exponenten z < 0 mithilfe dieser Iterati-
onsmaschine vorstellen? Formuliert dazu einen
Satz analog zur Grundvorstellung auf Seite 7.

dividiere durch a

|z| mal

- Schrelbe als Bruch:

a*t b) a® c) a®
d) (3a)? e) (2a°)° f) (-5a)°
(29) wie 28:
a) b’a’? b) a°b*
c) 2a°p® d) 4a3-(-3b)
e) -a’- (5b)" f) 3a*-(2p)°

Stelle mithilfe einer Potenz (ohne Bruch) dar.
1 1
A B o A el 0

(31) wie 30.

27 64
b) 525 €) 35,2
_L 9 __8
d) ~54a €) Zoa* ) —%7a

@Sohreibe mit positiven Exponenten und kurze
wenn moglich.

a) 24b°-(2a)° b) 18a3- (3b)*

c) (6h)2-36a° d) 8a*-(3h)?
(33) wie 32:
18a™* (4n3 213> —(3a)™
a) (3b)7 b) 16a* c) (7b)”? d) (-2b)°

-Wle 32

s* 4% - s
a) (- 3s) t b) (-2n*- (5s)?
c) I'_3'4S d) ‘5t4'!—3k_3
(-3s%°- (-3 —125¢* - (6 k)™

@Schreibe als Produkt von Potenzen und verein-
fache wenn moglich.

b° a° 8b°
a) 164 b) o ) 94
a’ 9a* -273a°
d) 90" e) 25p2 f) b
(36 ) Wie 35:
1—3a)5 b® (-3b)-a
a) - (3b)* b) 5 @by
c) —(5a)3 - (2b)* d) 2.t b)® - (=3b)°
12a* - p° a’- (2ab)®
(31) wie 35:
a) 712r (3kr2 b) (rs)®- (4s)*
<12kt 8nr*-6s°
c) BKYZ-@1° d) 2008 (5sf
—-5t° - (4k)? 15s°- (4rs)™

€D wie 35:

0 S50 (99" ()"
0 (L)« (5] et

@ Julia merkt sich diese Eselsbriicke: JAlles,
was unter dem Bruchstrich steht, bekommt ein
»Minus“ im Exponenten.”

a) Was genau meint Julia damit? Erklart und
gebt drei Beispiele an!

b) Stimmt Julias Regel
Begriindet!

im Allgemeinen?

3Saschas Eselsbriicke lautet: ,Alles, was
von oben nach unten wandert, verliert ein
»Minus“ im Exponenten.“
a) Was genau meint Sascha damit? Erklart und
gebt drei Beispiele an!
b) Stimmt Saschas Regel im Allgemeinen?
Begrindet!

Formuliere flr dich selbst eine Eselsbrlcke, mit
der du dir das Rechnen mit ganzzahligen Expo-
nenten merken kannst. Du kannst auch eine
Eselsbriicke aus den letzten Aufgaben verwen-
den. Begrinde deine Wahl und gib geeignete
Beispiele an.



. 1.3 Potenzen mit rationalen Exponenten - Wurzeln
Wenn wir eine Gleichung x* = a Idsen, missen wir die Basis einer Potenz ermitteln. Dies machen wir,

indem wir eine geeignete Wurzel ziehen:

Die aus a ist die nicht negative Lésung der Gleichung x* = a mit

aceR, a=0, keN:

Bemerkung: Den Ausdruck unter der Wurzel nennen wir auch Radikand.

Wir haben nun schon mit Potenzen mit naturlichen und ganzzahligen Exponenten gerechnet. Was meinst
du: Hat es auch Sinn, einen Bruch im Exponenten zuzulassen?

Was konnte a% bedeuten? Wir stellen eine Gleichung auf und potenzieren sie so, dass der Bruch im
Exponenten wegfallt:

Wl

1\3 1. 3
a3 = x = (a3)=x3 = a3 d=x = a=x = x=1a

Wir sehen: Ein Bruch im Exponenten beschreibt eine Wurzel und kann tatsachlich sinnvoll verwendet wer-
den. Wir wollen daher nun auch mit rationalen Hochzahlen rechnen. Wir erweitern die Definition einer
Potenz wieder so, dass die ,alten“ Rechengesetze von Seite 6 gultig bleiben:

Die Potenz a mit Basis a € R, a > 0 und Exponent (Hochzahl) % € Q" ist definiert als
k-te Wurzel aus a: _
ax = Va

42 ) a) Stelle {/a® als Potenz dar. b) Schreibe a5 mithilfe einer Wurzel.

Ausfiihrung: Verwende obige Definition und die Rechenregeln fir Potenzen:

a) Va® = (8% = as
b) Der Exponent ist negativ, daher kdnnen wir die Potenz als Bruch schreiben. Dann schreiben wir

1 1 1

4
den Nenner entsprechend obiger Definition als Wurzel: a5 = = T
b & BRI

in Wurzelschreibweise in Potenzschreibweise
%-%=k\/a-b a%°b%=(a-b)%
Va _ k[a ar _(a\;
L \ﬁ e ol
Va"-b=a-Yb @ - b) = a - b

Va,beR', VkeN

Siehe Aufgaben 51 und 52.
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1. Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

. Partielles (teilweises) \Wurzelziehen

bedeutet, dass ein Teil des Radikanden vor die Wurzel gezogen wird: Va“ b =a-Yb (s. Beispiel 43).
Umgekehrt kann man auch Ausdrlcke unter die Wurzel bringen (s. Beispiel 44).

s N
Vereinfache den Wurzelterm: ‘{/% . W
L A2
Ausfihrung: 416—6-W=4\[m73=‘{/16-a=‘V24-a=2~%
J
s N
Schreibe mit einer Wurzel: 2a - \[63
- . 5 _ 2 5 _ 2 5 _ |4a°-5 _ [10a
Ausfiihrung: 2a-ﬂa—\/(2a) -a—\/4a 'E_VT_\’T
_ Y,
——( Aufgaben )
Stelle mithilfe einer Wurzel dar. @ @ Erklart jeden Schritt des folgenden Bewei-
a) a3 b) as c) as kses fur das partielle Wurzelziehen genau:
1 3 3 Va“-b = (a" )
d) a2 e) a4 f) as k; 1
= (a )k bk
k-1 1
=ag" k+bk
(46 Wie 45: A
3 b 3 c) a'% = bi
k
a) a : ) a : : —a-“p
d) a4 e) as f) as
@Vereinfache:
Stelle als Potenz dar. a) Va?-9p? b) \V50a%h® c)\ & \abp
3/ 2 4r 3 52
G B G A Gl 0 BE G5 o VTE g st
d) Va° e) Va' f) Va° b? a-b NP
-W i (58 ) wie 53:
ie 47:
a) L by L ¢ L a) V9a'b° b) V16a*b®
1 1 1 39 2. 33a 57 2
) & e) 77 f) B ) VOb™ -\ 5 d) 3 27b4 72b
e) 4ab’ f) 4/16a° - (3b)°
B <~ .3 2,3
Schreibe mithilfe von Potenzen. Yab' - (2a)° 3a’b
a) Va’®>  b) V@4aPb ) Va’b’ € vie 53
d) Y@dayb' e) ¥3a’b® ) Vs5ab a) V20 + V80 + v45 — v125

b) V72 + v18 + v32 — V50
@ Sebastian hat herausgefunden, dass €) V48 + V72 — V12 ~ V50
d) V75 + V32 — V27 — V18

no kp

k =
) ] a a . Hinweis: Vereinfache zuerst durch partielles
ist. Findet heraus, ob er recht hat und begrin- Wurzelziehen.

det eure Entscheidung allgemein.

Schreibe mit einer Wurzel:

@ Beweise die Regel fur das Rechnen mit Wurzeln o [T a_ [6
mithilfe der Rechengesetze fur Potenzen. a) a V3a b) a \/; c) 3 \/;
K K k K 2 1

a) Va-Vb="Va-b b) Q/i d)g'\/% e)%- 3a_b f)%. 233

11



I' 1.4 Logarithmen

Wenn wir eine Gleichung a* = b 16sen, missen wir den Exponenten einer Potenz ermitteln. Das ist manch-
mal ganz einfach, zum Beispiel: 2* = 8 = x = 3. Aber wie grof ist x in der Gleichung 2 = 107? Hier wissen
wir nur, dass 2° < 10 < 2* und daher 3 < x < 4 ist. Um die Lésung solcher Gleichungen genau(er) zu

ermitteln, verwenden wir den Logarithmus:

Der Logarithmus von b zur Basis a ist die Lésung der Gleichung a* = b (a, b > 0):

. a=b & x=°loghb
b nennen wir den Numerus.

G Grundvorstellung: Ein Logarithmus ist eine Hochzahl. Basis"*®"™"™" = Numerus

57 ) Berechne: a) log 1000 b) Zlog 1—16 c) “loga” fira,n>0
Ausfiihrung: Stelle eine Gleichung auf und I6se sie in Potenzschreibweise:
a) Ylog 1000 =x & 10°=1000 & 10°=10° < x=3 also: "log 1000 = 3
b) 2Iog%ZX = 2X:1—16 & 22=2" o x=-4 also: 2Iog1—16:—4

c)iloga"=x & a=a" © x=n also: ‘loga” =n

“log (r-s) =°logr + °log s
%log (é) ="?log r — °log s
%log (r°) = ¢ - °log r a,rseR’

flr ®log (r - s) = ®log r + ®log s:
Wir nennen die beiden Logarithmen auf der rechten Seite der Gleichung x bzw. y und berechnen damit die
linke Seite. Weiters verwenden wir, dass °log a” = n (vergl. Beispiel 57 c)).

‘logr=x < a=r
= log (r-s)="log (@ -a)="loga""’=x+y="logr+ °logs
logs=y & a=s

Analog beweist du in Aufgabe 72 die restlichen Rechenregeln aus obigem Satz.

Der Logarithmus zur Basis 10 heiSt auch dekadischer Logarithmus (Zehnerlogarithmus).

Der Logarithmus zur Basis 2 wird als binarer Logarithmus (Zweierlogarithmus) bezeichnet.

Fir den dekadischen Logarithmus findest du eine Taste auf deinem Taschenrechner. Suche nach

einer log- oder Ig-Taste.
Schreibweise: Wenn es nicht auf die Basis ankommt oder klar ist, welche Basis a gemeint ist,

schreiben wir kurz log statt °log.

58 i i . _5a’
Schreibe als Summe von Logarithmen: log @- 3

Ausfiihrung: Iog% = log (5a%)— log (@ — 3)* =log 5 + loga® — 4 - log (a — 3) =
—log5+3-loga—4-log(a— 3)

12



1. Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

-
@ Schreibe mit nur einem Logarithmus:

N

6loga + log (3a — b) — 2 log (b — a)

Ausfiihrung: Verwende die Rechengesetze fur Logarithmen:

Gloga + log(3a—b)—2log(b—a)=

log a°® + log (3a — b) —

log (b — a)* = log T 32b)

——{ Aufgaben )
Berechne:

a) “%log 1000
c) “log 0,000001

b) *°log 1000000
d) "log 0,001

e) “’log T5550 f) “log -

Wie 60:
a) Zog32  b) Zog1024 c) %og 5es
d) %log7s ) Zog0,5 f) 2log 0,125

Schreibe mithilfe eines Logarithmus und be-
rechne den Exponenten mit dem Taschenrechner:

a) 10" = 8000 b) 10" = 4500
¢) 10" = 18900 d) 10" = 15000
e) 10" = 100500  f) 10" = 8500000

Schreibe als Summe von Logarithmen.

a) log 4a°b®> b) log 5a°b® c) log 8a*b?
d) log2a°b* e) log9ab® f) log7a°b?
(B4 ) Wie 63:
a) log4a®-(a+ b)?
b) log 12a°- (b — a)?
c) logda-(a+ 2b)°
d) log(a — b) - (@ + b)?
e) log (2a — b)®- (4ab)®
f) log(a + 3b)-(ab)®
CB5 ) Wie 63: 2
L (@+ 207
a) log 3- by b) log 5 b
2ab®
c) log —b) d) log @+ by
(66 Wie 63:
._a+tb .2-(@a—»b)?°
a) log 8 3 @_bF b) log 3a 357
c) log2a° Ja—b)— d) logab?®- Q(Z’—’L;)Lz
(67 Wie 63:
b - b?
a) Iog\"/’L b) log 333b2
Vab 5a’b
c) log5- 2ab3 d) Iog2a-38fﬁ

Schreibe mit nur einem Logarithmus:
a) 2loga — 3log(a + b)
b) 4log(a + b) + log 9a
c) (@+ b)log(a— 3)— 4log (2 + b)
d) log (@ — 2b) + (2 + b) log a

(69 ) wie 68:
a) 4log(a+ b)—2loghb + log (a — b)
b) log(2a —b) —log (b —2a) + 3logab
c) 3logb —2log(a+ b) —log(a + b)
d) logab —3logb + 41og (a + b)

C10) wie 68:

a) 5 log4a+ 3log(a + b)
b) 3log6ab — 3 log (@ — 2b)
c) Slog9b — 3 log8b
d) 3log2-(a—b)+ 5log9ab’
@ In Beispiel 57c) haben wir gezeigt, dass

°log @" = n. Zeige allgemein, dass auch um-
gekehrt gilt: a'" =n

@ Beweise folgende Rechengesetze:
a) “log (£) = “log r — “log s
b) °log (r°) = ¢ - °log r

@ Beweise, dass allgemein V a, b, n > 0 gilt:

“log (Vb) = % - “log b
o @ Allgemein gilt: ‘log b = %E—g

a) Welche Werte durfen a, b, c annehmen?

b) Wozu konnte man diesen Zusammenhang
nutzen? Gebt konkrete Beispiele an!

Bemerkung: Beweis siehe Aufgabe 121.

@Stelle den Logarithmus mithilfe von deka-
dischen Logarithmen dar und berechne den
Wert mit dem Taschenrechner. Verwende den in
Aufgabe 74 angegebenen Zusammenhang.
a) Ylog81  b) °log 5r3 c) °l0g 555

e) *°log 65536 f) **log 7555

d) *log 555
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Hinweis

1.5 Exponentialgleichungen -
Logarithmische Gleichungen E

Exponentialgleichungen

Eine Exponentialgleichung ist eine Gleichung mit Potenzen, bei der die Unbekannte im
Exponenten steht.

p
Lose die Gleichung: 9 - 3" = 3% . 3L~

Ausfiihrung: Stelle zuerst beide Seiten als Potenz zur gleichen Basis dar und setze dann die
Exponenten gleich. Beachte: Potenzen mit gleicher Basis sind genau dann gleich, wenn auch die
Exponenten Ubereinstimmen.

9.3x: 35)(_31—)(

32 . 3)( — 35X . 31*)(

32 =3t gleiche Basis = gleiche Exponenten
2+x=1+4x
1=3x
_1
X=3
L J

Nicht jede Exponentialgleichung kannst du so umformen, dass auf beiden Seiten eine Potenz mit gleicher
Basis steht. In diesem Fall kannst du haufig den Logarithmus zum Ldsen der Gleichung einsetzen:

( N\
(711 Lose die Gleichung: 4% = 3**2
Ausfuhrung: Wir logarithmieren beide Seiten der Gleichung und erhalten somit eine lineare Glei-
chung:
4 =32 Logarithmiere!
lg 4 = 1g 3“2 Rechenregel fur Logarithmen: Exponenten — Faktoren
x.lgd=x+2)-1g3
x-lgd=x-1g3+2-1g3 |—x-1g3
x-(lgd—-1g3)=2-1g3 | : (g4 —1g3)
x=_2-1g3
g4 —1g3
x ~ 7,64
|\ J
Bemerkung:

Du kannst beim Ldsen einer Exponentialgleichung jeden beliebigen Logarithmus verwenden. Wir verwen-
den den dekadischen Logarithmus, da du hierflr eine Taste am Taschenrechner hast.

Forme die Gleichung wenn moglich zuerst so um, dass auf jeder Seite nur eine Potenz steht.

14



1. Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

. Logarithmische Gleichungen

Hinweis

Die Unbekannte einer logarithmischen Gleichung steht im Numerus eines Logarithmus.

Fasse die Logarithmen zuerst zu einem Logarithmus zusammen. Schreibe die Gleichung dann ent-

sprechend der Definition des Logarithmus mithilfe einer Potenz an.

Achte bei der Losung immer darauf, dass der Numerus eines Logarithmus positiv sein muss.

( N\
Lose die Gleichung: Ig(x —2) +1g5 =3
Ausfihrung: Damit der Numerus x — 2 positiv ist, muss x > 2 sein.
g(x—2)+1gb=3
g(x—2)-5=3 Umschreiben: ®logb = x < b =3
(x—2)-5=10°
_ 10°
X =" + 2
x =202
Da 202 > 2 ist, hat die Gleichung die Losung x = 202.
|\ J

——( Aufgaben )
Lose die Exponentialgleichung:

a) 8-2"=2%.2"°%

b) 27_33x—2:32x.3—x+4

c) 5.5 t=25.5"2

d) 10" 10" % =10""°- 100

(80)) wie 79:
a) 32X, 3L = 97 . Qi X
b) 2573 .5% = 125.5% "4
c) 22x-1,83-x _ 1G5 . 25%
d) 366X t=p*.36"1

(81) wie 79

a) 2)(:3)(74 b) 5x:2x+2

c) 6 =5 d) 8 °=4
(82 ) wie 79:

a) 52x:22><71 b) 42xf3:3)<71

c) 6)(—4 — 23X+4

(83) Wie 79:
a) 4-2%=5"1
b) 34x+1:3.4x
c)5:-3=2.3"1
d) 2-41=2.2%

d) 10" &= 8%

€D vie 79:
a) 3.25x:9x+2.5x—1
b) 4.92X:34*X‘23X
c) 10072472 =16"- 100

€ vie 79:
a) 5.3 2=8""7
b) 204 =3 .51
c) 3% 1.x =3

Lose die logarithmische Gleichung:
a) lg(x—4)+1g3=1g8
b) Ig(3x—2)—1g6 =1g9°
c) Ig8 —lg(2x + b) = Ig 100
d) Ig15 +1g45 =1g (x — 4)

(81 wie 86:

a) lg(x—2)+1lgx=1g10
b) g8 —Ilgx=1g((2x — 1)
c) lg3x—2-1g(x—4)=1g8
d) 2-lgx+1g2x+3=1g9

L1 Wie 86:
a) 2log x — 2log 5 = %log (x — 4)
b) 3-2%log(x + 1) —2logx = 16
c) ®log (x — 1) + ®log (x + 1) = °log 75
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. Vermischte Aufgaben

Vereinfache so weit wie moglich.

Potenzen und Wurzeln D;

-18a° - (4b)° (-5a’b)* - (-4 b)°
a) 52 6Dy b) 102°b°

(=3a°b%?* - (2b)° (@ab)’ - (-4a’b)
©) g7 - Caby 9 "By @apy

(80)) wie 89:

3.4, (3a)°-b°
a) 8a"c g GBpor

22, _(3ac)-b°
b) 4(bc’) 6ab’ - (2ab’™

c) (6a’b)y® . 8ac’
(-2b2c)* -3a*b

3p*c®

9a*bh> |
d) (-9a*b)?

(-4ac®?

(91) wie 89:

-2 3. —4dab®c?
a) 3a“(bc) ' b a0

3. ac’-(-4c)®
b) (2b)° : 2 CAgl

c) (-2¢)* - a%b . (—4ab20)’3

(3ac®?

5a’bc’ . 3,2 \5
d) S 2. @aopp 2P @0

(82 ) wie 89:

a) 8b%c* . _4a°%’® b) (-a’h)* . (=5bc’)®
4p°  (-3a%c)’ 9bc® * bBa'b
c) [3 82C2]3 ) 12 c4 d) 8a2bc’3 . (_2 b2)4
(-4a%»® " (2a°p)* (-3ac)y = (6a°)?

€D wie s9:
_ 3, az_bzfs
a) (@a—-b f—)—(a by
2% — p? .
b) @=bp" (
6-(2a—b), 2a+hb)?
12a b’ — 4a°

d) 3@+ b)? . 6(@a+bh)
a’— b " (@-b)7

a+ b)?

c)

Vereinfache so weit wie moglich und schreibe
das Ergebnis so an, dass weder Briiche noch
negative Zahlen in den Exponenten stehen.

ovct- (B et o

a’h* a’c®
(9a°hi)

1

4 (3a°byF - act
4c3. (Bac)) 2 )

c 1
) (2ac?)3

16

(95 ) Wie 94:

a) (8a°b c)’% .

4ac®
b4

e Pl gazc)%
b) -5azb 20"

c) (-27 b3c%)s (282

(3a%c)?
d) —26° . epci
(16ac?)?
Vereinfache:
a) ¥ab Ve 36 by Jae S
§a® b ia Vbe
Ve e g Yaip Ve
M CERT SRR

o Vereinfache:
a) V45 + /28 — /20 + /63
b) V48 + V45 — 27 + V80
c) V75 + V32 — V27 + /50 — V12
d) V72 + V48 — V8 + V75 — V32

@Vereinfache, wenn moglich:

1 vty =y
R L R A =
d) m e) m f) Xty

Vx +y VX —y X -y

@ Anita merkt sich folgende Eselsbrucke:
»~Wenn die Potenz den Bruchstrich passiert, an-
dert sich das Vorzeichen im Exponenten.“ Was
genau meint Anita damit? Stimmt ihre Regel im
Allgemeinen? Begriindet!

@& Im Aligemeinen gilt: Y4a ="{a

a) Beschreibt mit eigenen Worten, was diese
Regel aussagt.

b) Welche Werte durfen a, k, n in dieser Regel
annehmen? Begrundet!

c) Beweist die Regel allgemein.
Stelle mit nur einer Wurzel dar und vereinfache

wenn moglich durch partielles Wurzelziehen.
Verwende die Regel aus Aufgabe 100.

a) VV9a’b b) VV50a®h®
c) V322"’ d) Vi/8a°p?
e) V¥27a°0’ f) Vi5aa°p’



@ 2 Recherchiert im Internet, was mit
freshman’s dream gemeint ist. Begrindet auf

zwei verschiedene Arten, warum hier ein Fehler
vorliegt.

@ Erklart, wie man eine Potenz der angege-
benen Form mithilfe einer Wurzel darstellen
kann. Gebt mindestens drei Beispiele dazu an.

a) ak b) ak (k,n € N)

@Zeige allgemein und erklare, was die Aussage
bedeutet:

Va++Vb>+Va+b
Hinweis: Berechne (\/5 + \5)2.

VabeR"

@ Beurteilt die Aussage. Ist sie richtig? Gebt
Beispiele an und begrindet!

a) ,Quadratwurzeln darf man nur dann addie-
ren, wenn sie denselben Radikanden ha-
ben.*

b) ,Quadratwurzeln werden addiert, indem die
Radikanden addiert werden.”

René behauptet: Va’+ b>=a + b

Va,beR" Stimmtdas? Begrinde!

2
Lisa behauptet: 4b§ = 2a

Stimmt das? Begriinde!

Va,beR"

Y| Besprecht, wo die Gemeinsamkeiten und
Unterschiede zwischen Potenzen mit natur-
lichen, ganzzahligen und rationalen Exponenten
liegen. Erstellt eine Prasentation.

—( Nenner rational machen )

@ Wir kdnnen Briiche stets so erweitern, dass
im Nenner keine Wurzel steht.
Erklart die Vorgangsweise anhand der folgenden
Beispiele genau:

_1-Y3 _ 48
W=
2)—2_ - 2-(5 ++2)
5-V2 (5-v2)-(6++2)
_10+2v2 _ 10+ 242
25 — 2 23
1+x \/1+x~\/1—x
3) X_\/l—x~\/1—x
_Va+x-1-x_V1-¥
1—x 1—x

1. Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

Mache den Nenner rational. Gehe vor wie in Auf-
gabe 109:

1 1 1 2 4 4
a) 2 b) 7 c) = d) 73 e) 75 f) 72
(1) wie 110
a) - b) —> c) —=
\E 3+12 4-45
5 8 2
d) V3 +6 e) V2 -5 f V5 +1
(112) wie 110:
4 X 3x
a) V2 + x b) Vx — 3 c) V4 + x
1-x e) 3+ 2x f) ~5x-3
\/1+X V3 —2x V3 + 5x
(113) wie 110:
-2 8 + x 3 —x
a) 2+x b) 2 —x c) 6 + x
1 — 4x 3x+2 x—4
d) V1=« e V%=1 B V2
C Logarithmen D;
Berechne folgende Logarithmen:
a) *log 55 b) °log 3z c) 2log V4
d) 3log V27 e) log V0,5 f) Slog V0,2
@ Schreibe als Summe von Logarithmen:
a) log Y7a°b* b) log V2a*b
¢) log Y5275’ d) log 2L
(9ab)? 20a
e) log - e hs f) 1og oy
(116) wie 115:
3 W 3 10 b57
a) Iog \/% b) Iog \/%
%/» va \F Vab®
c) log ~ o5 \/7 d) log —o——— FaoP

@ Schreibe mit nur einem Logarithmus:
a) 5loga — 2log(a— 3b) + log (3a — b)
b) -3 log (4a — b) — 2 log b + 2 log (4a — b)
c) 4log (5a+2b)+log (5a—2b)—%loga
d) 3log(2a+5b)+3log(a—b) — 5 log(a +b)

@Zeige dass die Aussage allgemein gilt.

2log x.

a) Vx = 10 = b) Vx=ar

Hinweis: Schreibe die rechte Seite der Glei-
chung zuerst als Wurzel an.
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@ Welche der folgenden Terme sind im Allge-
meinen gleich? Begriindet!

(1)log (a + b)? (2)(log (a + b))?
(3)2log (a + b) (4)log 2 (a + b)>?

@& Wie 119

(1) log (a*> — b?)
(3)2 log (@ — b)

(2)log (@ + b) - log (a — b)
(4)log (a + b) + log (a — b)

@3‘3 Der in Aufgabe 74 gegebene Zusammen-
hang ‘log b = Z'I—ggic’ kann wie folgt bewiesen
werden. Erklart den Beweis detailliert:

‘logh=x < " =0b
< Plog ¢ = ‘log b
< x-flogc ="‘loghb

log b

(=4 X:alogc

@ Stelle mit Logarithmen der selben Basis dar.
Verwende den in Aufgabe 121 angegebenen Zu-
sammenhang.

a) ’loga - °log b
c) “loga - *log b

@ wie 122

a) °log b - *°log c b)

b) “log a - ®log b
d) *log a - °log b

“log 2b

log 2a

‘loga+b

a 2 . b 2
c) Ylogb”-’loga’  d) noEap

@! Schreibe fur dein Computeralgebrasystem
eine Funktion, die den Logarithmus zu jeder be-
liebigen Basis berechnet.

—<C

@ 8 Dpie Entfernung der Sonne von der Erde be-
tragt ungefahr 149600000 km. Nehmen wir
an, dass ein Blatt Papier 0,25 mm dick ist. Wie
oft missten wir es falten, damit die Hohe des
Stapels der Entfernung Erde—Sonne entspricht?
Trage zur LOosung der Aufgabe die Hohe des
Papierstapels in einer Tabellenkalkulation ein!
Kannst du diese Aufgabe auch mit einer Expo-
nentialgleichung I6sen?

~
Anwendungen D;

B wie oft muss man 1 kg Brot in die Halfte
teilen, dass ein Teil nur mehr die Masse eines
Wasserstoffatoms von 1,66 - 10 %" kg hat?
Erklare, was diese Frage mit der Exponential-
gleichung 0,5 = 1,66 - 10" zu tun hat!
Verwende auch eine Tabellenkalkulation, um
diese Frage zu beantorten!

18

@Jeder Mensch hat zwei Eltern, vier Grof3eltern,
usw. Bis ins Jahr Christi Geburt mussen wir
ca. 70 Generationen zurtickgehen. Wie viele
deiner Vorfahren lebten zu dieser Zeit theore-
tisch? Ist dieses rechnerische Resultat sinn-
voll? Begrinde!

@ = Die Weizenkornlegende steht im Zusam-
menhang mit der Erfindung des Schachspiels:
Der indische Weise Sissa hat von seinem Herr-
scher angeblich folgenden Lohn in Form von
Weizenkornern gefordert. Es sollten die 64
Felder eines Schachbrettes wie folgt gefillt wer-
den: Auf das erste Feld des Schachbretts sollte
ein Korn gelegt werden, auf jedes weitere Feld
doppelt so viele Korner wie auf dem Feld davor.

a) Wie viele Weizenkorner liegen auf dem letz-
ten Feld des Schachbretts?

b) Berechnet mithilfe einer Tabellenkalkulation
die Gesamtzahl der Weizenkorner, die auf
dem Schachbrett liegen.

c) Welcher Gesamtmasse entspricht die Wei-
zenmenge auf dem letzten Feld sowie auf
dem gesamten Schachbrett, wenn ein Wei-
zenkorn ca. 0,5 g wiegt? Vergleicht diese
Menge mit vergleichbaren Massen (Masse
der Erde, Gesamternte Weizen pro Jahr, ...).
Recherchiert dazu im Internet.

0'3! Fortsetzung von Aufgabe 128: Recher-
chiert im Internet und erstellt eine Prasentation
Uber die Weizenkornlegende. Wie hat der Herr-
scher den Weisen am Ende belohnt? Was hat
diese Legende mit Potenzen zu tun?

@ 2 Erstellt eine Prasentation mit den wesent-
lichen Inhalten dieses Kapitels. Verwendet
dafur die Mindmap von Seite 5 und die Kompe-
tenz-Checklisten ab Seite 22.



. Sprache der Mathematik

@ Schreibe die Rechenanweisung als Term:

a) Multipliziere das Doppelte einer Zahl funfmal mit sich selbst.

b) Multipliziere die Halfte einer Zahl viermal mit sich selbst.

c) Multipliziere das Achtfache einer Zahl sechsmal mit sich selbst.
d) Multipliziere das Achtel einer Zahl dreimal mit sich selbst.

@ Schreibe die Rechenanweisung als Term:

a) Gib die Wurzel des Doppelten einer Zahl an.

b) Gib die Wurzel des Dreifachen einer Zahl an.

c) Berechne die dritte Wurzel der Halfte einer Zahl.

d) Berechne die Quadratwurzel des Achtels einer Zahl.

@ Schreibe die Rechenanweisung als Term:

a) Berechne den Logarithmus zur Basis a einer Zahl c.
b) Berechne den Logarithmus zur Basis d einer Zahl a.
c) Berechne den Logarithmus zur Basis m einer Zahl b.

Stellt der Term einen Bruch und/oder eine Wurzel dar? Kreuze an!

1 3 3 _4 2 3
a2 a4 a a-z as as
Bruch Q Q Q Q Q Q
Wurzel Q Q Q Q Q Q
@ Fir welche Gleichung stimmt die Aussage? Kreuze an!
a"=c b’ =c b =a a“=b
1. cist eine Potenz. Q O O QO
2. aist Basis einer Potenz. @) O O O
3. cist der Exponent einer Potenz. Q QO @) O
4. b ist Basis einer Potenz. @) @) @) @)
Far welche Gleichung stimmt die Aussage? Kreuze an!
dlog b =c "loga =c ‘logb =a ’logc = a
1. aist ein Logarithmus. QO Q Q Q
2. b ist Basis eines Logarithmus. @] @) @) @)
3. cist der Numerus eines Logarithmus. Q Q O O
4. a ist Basis eines Logarithmus. @] @) @) @)

@ Beurteile folgende Aussage (richtig /falsch) und begriinde deine Entscheidung:
,a heit a mal a mal a usw. Insgesamt kommt x-mal der Faktor a vor.“

Einen Bruch und eine Wurzel kannst du immer als Potenz schreiben. Erklare wie!

Sabrina behauptet, dass ein Logarithmus eigentlich nur ein anderer Name flr eine Hochzahl ist.
Hat sie recht? Begriunde!

Erklare anhand selbst gewahlter Beispiele, was der gegebene Begriff bedeutet. Beschreibe auch
den Zusammenhang mit einer Gleichung der Form a° = c.

a) Potenz b) Wurzel c) Logarithmus



Abakus und Rechen-
schieber

Seit der Antike bis ins Mittelalter wurden der
Abakus und Rechensteine auf dem Rechen-
brett, dem Rechentisch oder dem Rechentuch
verwendet.

P 1 Recherchiert im Internet zum Thema

Abakus. Beantwortet zumindest folgende Fra-

gen:

a) Woher stammt der Begriff Abakus?

b) Wann und wo wurde ein Abakus erstmals
verwendet?

c) Wie alt ist der alteste noch erhaltene Aba-
kus?

d) Wo wird ein Abakus auch heute noch
manchmal verwendet?

P 2 Versucht durch Recherche moglichst

viel Uber die Verwendung der Rechensteine

herauszufinden.

a) Wann und wo wurden Rechensteine ver-
wendet?

b) Wie lautet die lateinische Bezeichnung fur
die Rechensteine? Welche Begriffe leiten
sich daraus ab?

P> 3 Recherchiert: Wie ist ein Abakus aufge-
baut und wie funktioniert er? Gib mindestens
drei Beispiele fur Berechnungen an und ver-
gleiche das Ergebnis mit deinem Taschen-
rechner.

20
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Rechenhilfsmittel sind Gegenstande, die uns das Rechnen
erleichtern. Als Kinder lernten wir mithilfe unserer Finger zu
zahlen und zu rechnen. Spater verwendeten wir Papier und
Bleistift zum schriftlichen Rechnen. Heute sind auch der Ta-
schenrechner oder der Computer unverzichtbare Hilfsmittel
beim Rechnen.

Im Folgenden werden wir uns mit den bekanntesten Rechen-
hilfsmitteln und der Entwicklung der Computer genauer be-
schaftigen.

Um 1620 kam der Rechenschieber (Rechenstab) in Ge-
brauch. Dieser basierte auf einer logarithmischen Skala und
blieb — zusammen mit dem Logarithmenbuch — bis zur Ein-
fahrung der Taschenrechner, also bis in die siebziger Jahre
des 20. Jahrhunderts ein unverzichtbares Hilfsmittel auch

~im Schulunterricht. Sicher haben deine Grofieltern noch ge-
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Vielleicht gibt es sogar in deiner Schule noch einen alten
Rechenschieber.

P> 4 Recherchiere oder frage deine Grofeltern: Wie funktio-
niert ein Rechenschieber? Gib mindestens drei Beispiele flr
Berechnungen an und vergleiche das Ergebnis mit deinem
Taschenrechner.

P> 5 Vergleicht Abakus und Rechenschieber: Welche Re-
chenoperationen konnte man mit den beiden Werkzeugen
jeweils ausfuhren?
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Von den ersten
mechanischen
Rechenmaschinen
bis zum Computer

Die ersten mechanischen Rechenma-
schinen leisteten viel weniger als ein
heute Ublicher Taschenrechner. Sie
konnten in der ersten Halfte des
20. Jahrhunderts gerade die vier Grund-
rechnungsarten ausfiihren. Bis heute
ist aus diesen recht einfachen Geraten
der Computer entstanden, und die Ent-
wicklung geht weiter.
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P> 6 Welche Rolle spielten folgende Personen bei der Entwick-
lung mechanischer Rechenmaschinen? Wann und wo lebten sie?
a) Wilhelm Schickard b) Blaise Pascal
c) Gottfried Wilhelm Leibniz d) Konrad Zuse

P> 7 Was kann man mit dieser Rechenmaschine berechnen?
Wann wurde das erste Gerat dieses Typs erstmals verwendet?
Wer hat sie entwickelt?

a) Additionsmaschine

b) Vier-Spezies-Maschine (sh. Abb. oben)

P> 8 Recherchiert und erstellt eine Prasentation Uber die Ge-
schichte des Computers.
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. Meine Kapitelcheckliste
zu Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

D

(d.h. ich kann darstellen, berechnen, z.B.

— CXIED

(d.h. ich kenne, ich kann beschreiben,

sagen, erkléaren, verdeutlichen, ... ) interpretieren, begrinden, finden ...) Aufgaben
Elh@mn&E Potenzen mit natiirlichen Exponenten
() ... den Zusammenhang zwischen einer O . Potenzen mit Zahlen in der Basis und 4,5,6

Potenz und einem Produkt. im Exponenten berechnen.

@ . was eine Potenz mit natlrlichem Ex- O . zwischen Potenz- und Produktschreib- ... 8 (1)
ponenten ist. weise wechseln.
O .. Rechenregeln fur Potenzen mit natir- O . Rechenregeln anwenden und entspre- ... 19, 20
lichen Exponenten. chende Terme umformen.
O . Rechenregeln beweisen. .. 15
Blh@mn& Potenzen mit ganzzahligen Exponenten
(J ... den Zusammenhang zwischen einer @) . zwischen Potenz- und Bruchschreib- .. 28,30
Potenz mit negativem Exponenten weise wechseln.
und einem Bruch. @) . Rechenregeln anwenden und entspre- ... 32,34
() ... was eine Potenz mit ganzzahligem chende Terme umformen.
Exponenten ist.
() ... Rechenregeln fiir Potenzen mit ganz-
zahligen Exponenten.
Elh@mn& Potenzen mit rationalen Exponenten - Wurzeln
() ... dass eine Wurzel Losung einer Glei- O . zwischen Potenzen und Wurzel- ... 45,47
chung x* = a (@ > 0, k € N) ist. schreibweise wechseln.
() ... den Zusammenhang zwischen einer . Rechenregeln anwenden und entspre- ... 53
Potenz mit rationalem Exponenten chende Terme umformen.
und einer Wurzel. O . Rechenregeln fur Wurzeln beweisen. ... 51
(J ... was eine Potenz mit rationalem Expo- O . Potenzen mit naturlichen, ganz-
nenten ist. zahligen und rationalen Exponenten ... 108
@ . Rechenregeln flur Potenzen mit ratio- vergleichen.
nalen Exponenten.
O ... was partielles Wurzelziehen ist.
Blhe@m&a Logarithmen !
() ... dass der Logarithmus Losung einer @) . die Logarithmus-Schreibweise verwen- ... 62
Gleichung a* = b (a, b > 0) ist. den.
@ . dass der Logarithmus eine Hochzahl @) . Rechenregeln anwenden und entspre- ... 63,68
ist. chende Terme umformen.
@ . Rechenregeln fir Logarithmen. @) . Rechenregeln flir Logarithmen bewei- ... 72
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Bh@mA&E  Exponentialgleichungen

J ... waseine Exponentialgleichung ist. @ i
l6sen.

... einfache Exponentialgleichungen

Kompetenzen fiir meine Matura

O leh verstehe, was Potenzen mit natdrlichen, ganz-
zahligen und rationalen Exponenten bedeuten.

(J Ich kann Terme mit Potenzen umformen.
(J Ich kann Wurzein als Potenzen anschreiben.

O Ich kann mit Wurzeln und Logarithmen rechnen und
entsprechende Terme umformen.

(J Ich kann die Gemeinsamkeiten und Unterschiede
zwischen Potenzen mit natdrlichen, ganzzahligen und
rationalen Exponenten erkiaren.

(J Ich kann einfache Exporentialgleichungen 16sen.

... 82
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Losungen zu allen Aufgaben findest du in: Thema Mathematik 6 Losungen (SBNR 150.261)

Teste dein Wissen!

Kreuze die richtigen Antworten an!

141 ) |st die Aussage wahr oder falsch? 145 ) Welche Terme sind gleich?
wahr  falsch ab ab? (a b)2
s_ 1
a’=35 O @by 0 0 0
a’=-a’ Q O Vab® 0 Q Q
s_1 1 1
=53 % QO O bV(ab) 0 0 0
a®=(-a)-(a)-(-a) Q O a’b? 0 0 @
142 ) |st die Aussage wahr oder falsch? 146 ) Welche Terme sind gleich?
wahr  falsch S — 5 a2 — p? @— b)g
3
a = Va’ ST Ny Q O O
3 _ 32
as = \/; O O ((a — b)4 D D D
3_2
=7 SEE a - VB 0 0 0
3 3
a =5 QO U & — Vb* Q O O

143 ) Kreuze an, welche dieser Schlussfolgerungen 7,7 Welche Terme sind gleich?

richtig sind.
a+b (a+b)? log(a+ b)

Q a®=c o b="%c m 0O 0 0O

O d=a o a=¥ N QO O ®

O P=a o b=4%a g (a+b) @ 0) O)

b __ __a
O a=c & b="loge 2-log@a+b O Q O
O b=a & c="loga
148 i i i
0 C=b o a='lge If:sgrzi Aussage im Allgemeinen wahr oder
wahr  falsch
144 ) |st die Aussage im Allgemeinen wahr oder (1) log(@a+b)#loga+logh O O
falsch?
wahr  falsch (2) log(a+ b)=1loga-loghb @

(1) @-b=a"b Q O (3) Vioga = log Va

(2) @+b"=a"+0b"

(4) Vioga® =loga

(3 @)=a""" (5) V(ogay = loga

O @
O @
(4) ak=\a" Q O
(5) Va2 + P =Va’+Vp2 O @

QO
QO
QO
QO

0O 0O O
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Gleichungen und
Ungleichungen

Zusammenhange und Abhangigkeiten zwischen bekannten und unbekannten Gréflen kannst du durch
lineare Gleichungen und Ungleichungen ausdrliicken. Wenn du es schaffst, ein Problem auf diese art zu
modellieren, dann kénnen mathematische Verfahren Losungen finden. Oft gibt es genau eine Losung,

manchmal mehrere. Manche Probleme sind unlésbar bei anderen gelingt es, unter vielen Moglichkeiten
die optimale zu finden.

Ungleichungen (3sen

Tch bin ein x
[ininafor <2 |(7)

x >

bug +|91;Z=|9,, Ly >12 |2 (-4)

AN 4 x <3
\‘- C?; £ Czy wechse
B =

Gleichungen und

Ungleichulngen e

Richtunpf-

Fehlerschranken, Genauigkeit
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2.1 Lineare Gleichungssysteme
in drei Unbekannten

Lineare Gleichungen kennst du schon aus der flinften Klasse. Beispiele sind 3x + 5 = 0O oder
y =4x + 6 oder x — 2y + 3z = 7. Keine linearen Gleichungen wéaren 4xy — 3 = 0 oder x* = 4, weil
darin Produkte oder Potenzen von Unbekannten auftreten.

Lineare Gleichungen sind das einfachste Modell fUr Beziehungen zwischen Unbekannten. Selbst
komplexere Zusammenhange lassen sich oft durch lineare Modelle annahern und nur auf diese Weise
rechnerisch auswerten. Deswegen ist das Losen linearer Gleichungssysteme eine Grundaufgabe bei tech-
nisch-wissenschaftlichen Berechnungen.

Die allgemeine Form eines Systems von drei Gleichungen in drei Unbekannten lautet:
I: a,x+by+c,z=4d,
Il a,x + b,y +c,z=d,
l: azx + byy + ¢,z =d,

Hier sind x, y und z die Unbekannten und a,, b,, ... , C5, d; € R Platzhalter flr Zahlenwerte, die in konkreten
Beispielen (siehe Beispiel 149) gegeben sind.

Flr Systeme mit zwei linearen Gleichungen und Unbekannten kennst du bereits verschiedene Losungsver-
fahren: Einsetz-Verfahren, Gleichsetz-Verfahren und Additionsmethode (fachsprachlich: Substitutions-,
Komparations- und Eliminationsverfahren). Alle Methoden funktionieren ,,im Prinzip“ auch bei drei oder
mehr Unbekannten.

Das Eliminationsverfahren

Als systematisches Rechenschema eignet sich das Eliminationsverfahren besonders gut. Das Standard-
verfahren besteht darin, zunachst aus der 2. und 3. Gleichung x zu eliminieren und so zwei Gleichungen in
y und z zu erhalten. Nun wird aus diesen Gleichungen auch noch y eliminiert und das Gleichungssystem
auf Dreiecksform gebracht (auch: ,Treppen-“ oder ,Stufenform® genannt). Dieses System ist zu den ur-
sprunglichen Gleichungen aquivalent.

I ax+by+ cz=d,
' byy + cjz=4d;
m': cy'z=dy

Beginnend mit z lassen sich nun die einzelnen Unbekannten einfach bestimmen. Beispiel 149 zeigt dir die
Vorgangsweise:

149 ) Lose das Gleichungssystem mit dem Eliminationsverfahren:
3x+ y+4z=8
X+by+9z=4
2x + 6y +5z=-6

Ausfiihrung:
Schritt 1: Wir beginnen mit | und I1. Il 3x+ y+ 4z= 8 -1
Multipliziere geeignet und addiere, i x+ 5y+ 9z= 4 |- (-3)
SO d'ass die Ul-qbe.kann-texwegfallt.. I 3x+ y+ 4z= 8
In diesem 'Be|sp|el relc.ht' es, Glei- —31l: -3x — 15y — 277 = —12
chung Il mit =3 zu multiplizieren.

' — 14y —23z= -4
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150

2. Gleichungen und Ungleichungen

Schritt 2: Wahle ein anderes Glei- Il:  x+ 5y+ 9z= 4 [:(-2)
chungspaar. Standardwahl ware | n: 2x+ 6y+ b5z= -6 |- 1
und I, ab.er Ie|§:hter Zum Reqhngn —2|l: 2x — 10y — 182 = -8
geht es hier mit I.I und III.. Wichtig l: 2x+ 6y+ 5z= -6
ist: Es muss wieder die Unbe- - —
kannte x eliminiert werden. I - 4y-13z=-14
Schritt 3: Eliminiere aus den Glei- In: -14y —23z= -4 |-2
chungen Il und 11" die Unbekannte ' -4y —13z=-14 |- (-7)
y: 210" 28y — 46z = -8
=71 28y + 91z = 98
45z = 90 | : 45
m': z= 2
Schritt 4: Wir haben das Glei- l: 3x+ y+ 4z= 8
chungssystem auf Dreiecksform I -14y —23z= -4
gebracht. m': z= 2

Nun beginnt die Ricksubstitution:
Setze z = 2 in II’ ein und |6se nach y auf. Ergebnis: y = -3
Setze y und z in | ein und I6se nach x auf. Ergebnis: x = 1

Es kommen ,,schone” Zahlen heraus (und naturlich haben wir in der Musteraufgabe richtig gerech-
net), aber sicherheitshalber solltest du zur Probe auch in die beiden anderen Originalgleichungen
einsetzen!

Lésung: (x|y|2) = (1]-3]2) Andere Schreibweise: L = {(1|-3|2)}
Aufgaben

Lése mit dem Eliminationsverfahren: 151 ) Lése mit dem Eliminationsverfahren:

a) bx+ y+ z=3 a) 2x+3y+2z=1
5x+2y+5z=4 3x+2y+2z=-1
5x+2y—4z=3 Xx—2y— z=1

b) x+2y+ z=1 b) 2x+4y+7z= 16
2x+ 7y +2z=28 —8y—9z=-23
3x+6y+6z=-9 X—y =-1

c) 4x +3y—2z=2 c) bx+6y+6z=21
6x+5y—- z=-5 3x+3y+2z=%
3x+2y—- z=1 6x+8y+9z=232

d) 8x+3y—-5z=11 d x +927=-
x+ y+4z=-17 4x -3y +9z=3
4x + 3y + 9z =-40 4x— y+9z=-1

e) x-Sy =0 el —x+ y— z=1
x—-6y—-6z=1 —2x+9y-7z=0
2x+8y—4z=6 x—by+5z=3
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Das Substitutionsverfahren

Gleichungssysteme lassen sich auch mit der Substitutionsmethode I6sen. Die allgemeine Vorschrift lau-
tet: Forme Gleichung | so um, dass x alleine auf der linken Seite steht; substituiere den Term der rechten
Seite fur x in den Gleichungen Il und lll. Vereinfache, und du erhaltst neue Gleichungen I’ und IIl’, in denen
nur mehr y und z als Unbekannte vorkommen. Ab hier sollten dir die weiteren Losungsschritte bekannt
sein.

152 ) Lose das Gleichungssystem aus Beispiel 149 mit dem Substitutionsverfahren.

Ausfuihrung: Du musst nicht unbedingt mit Gleichung | beginnen. In diesem Beispiel startest du
besser mit Il, weil sich hier x besonders leicht ausdricken lasst:

I xX=4—-5y—9z

Einsetzenvon 4 — 5y — 9z fur xin [ und Il
' 34—-5y—92)+ y+4z=38
. 2(4 —-5y—-9z)+6y+5z=-6
Ausmultiplizieren und Zusammenfassen vereinfacht die Gleichungen:
I": 14y + 23z =4
In': 4y + 13z =14

Zwei Gleichungen, zwei Unbekannte — solche Aufgaben kennst du seit der funften Klasse. Du
kannst sie mit deiner Lieblingsmethode I6sen. Wir bleiben konsequenterweise bei der Substitu-
tion. Aus Ill’ Iasst sich y = %(14 — 13 Zz) ausdricken und in I" einsetzen.

" 14 -3(14 - 32)+23z=4

Vereinfache und |0se: z = 2. Die Rucksubstitution geht nun rasch, weil du y = %(14 — 132Zz) schon
ausgedruckt hast. Du erhaltst y = -3 und aus IlI': x = 1.

Lésung: (x|y|z) = (1]-3]2) Andere Schreibweise: L = {(1]|-3]2)}

Die Matrix des Gleichungssystems

Zur Angabe eines Gleichungssystems genugt es im Wesentlichen, die Koeffizienten der Unbekannten und
die Zahlenwerte auf der rechten Seite zu kennen. Diese Information lasst sich in einer Art Tabelle zusam-

menfassen:

Die 3 x 3-Tabelle der Koeffizienten heif3t Matrix des Gleichungssystems
(auch: Koeffizientenmatrix); allgemein geschrieben:

a, by ¢
a, b, ¢
a; b; c;

M:

X

y ) und die rechte Seite r =
V4

d,
P
ds

Die Unbekannte X = lassen sich zu Vektoren zusammenfassen.

Bemerkung: Die gesamte Information des Gleichungssystems ist in der Matrix M und im Vektor r enthal-
ten. Uberlege, wie M und r fiir lineare Gleichungssysteme in zwei Unbekannten aussehen. Mithilfe der
Koeffizientenmatrix kann man lineare Gleichungssysteme — egal in wie vielen Unbekannten — sehr elegant
in folgender Form anschreiben: M-x =r
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2. Gleichungen und Ungleichungen

153 ) Gib die Koeffizienten von Beispiel 149 als Matrix M und die rechte Seite als Vektor r an.

154

155

156

1517

3 1 4 - 8
Ausfiihrung: M=|1 5 9 r=1\4

2 6 5 -6
Aufgaben

Lose mit dem Substitutionsverfahren:

a)2x+3y+ z=-1
x+3y+bz=1
4x +3y—5z=-3

b) 4x + 2y +8z=6
3x+7y+8z=5
xX—2y+ z=1

c) x+2y+2z=-2
5x+2y+ z=5
2y +3z=-1

d) 9x +3y—-6z=1
—X +2z=0
x+3y+9z=1

& Lost Gleichungssysteme aus den Aufgaben
150-151 durch Substitution.

Lost zum Vergleich auch die Aufgaben 154
durch Elimination. Vergleicht den Rechenauf-
wand und diskutiert Vor- und Nachteile beider
Verfahren.

Wahle ein gunstiges Verfahren und lose:
a) y+4z=1
Xx+5by+9z=4
2x+6y+5z=1

b) 3x+ y+4z=0
S5y+9z=4
3x+6y+5z=-4

c) y+ z=2
5x+by+9z=4
2x +5z=1

d x+ vy =0
3x + 9z=1

2x+ y+5z=-1

Schreibe fir die Gleichungssysteme der Auf-
gabe 154 die Koeffizienten als Matrix M und die
rechte Seite als Vektor r an.

158

159

160

Gegeben sind die Matrix und der Vektor der
rechten Seite eines Gleichungssystems.
Schreibe das Gleichungssystem an und Iose!

a (3 5) (3] o (%, ) (6]

11 1 2 3 0 4| (2
c)lo 5 3| |20 d |1 5 9| (8
0 05 20 2 0 0/ \4
1 6 5| [2 4 1 4 12
e) |1 9 6 |4 f) |1 25 |0
2 1 5/ \2 1 0-3 0

& Konnt ihr Faustregeln angeben, wann das
Eliminations- und wann das Substitutionsver-
fahren leichter zu rechnen ist? Ist es besser,
nur ein Verfahren gut einzudben und immer zu
verwenden, oder zahlt es sich aus, jedesmal zu
Uberlegen, welches Verfahren vorteilhafter ist?

& 2 Findet heraus, wie sich Gleichungs-
systeme in der Art der Aufgaben 154 und 156
mit dem Taschenrechner oder einem Computer-
algebra-System |0sen lassen.

Diskutiert: Ist es Uberhaupt notwendig, Lo-
sungsverfahren zu kennen, wenn man Glei-
chungen in den Rechner eingeben kann? Findet
Pro- und Kontra-Argumente.

@ Wie viele Rechenschritte braucht das Eliminati-

onsverfahren zur Umwandlung auf Dreiecksform
(vgl. Seite 26)?

a) Zahlt nur die Additionen! Begrindet: Die
Schritte 1 und 2 in Beispiel 149 erfordern
jeweils 3 Additionen. Schritt 3 bendtigt 2
Additionen. Summe: 2 -3 +1-2=8

b) Begrindet:
Fir ein System von vier Gleichungen und
Unbekannten sind 3 -4 + 2 -3 +1-2
Additionen notwendig.

c) Wie viele Additionen sind bei funf, sechs ...
Gleichungen und Unbekannten erforderlich?
Findet ihr das Muster, nach dem die Sum-
men gebildet werden?
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2.2 Sonderfalle bei linearen Gleichungssystemen

Du weif3t aus der funften Klasse: Die Losungsmenge einer linearen Gleichung in zwei Unbekannten liegt
auf einer Geraden im R®. Die Lésungsmenge eines linearen Systems von zwei Gleichungen und Unbe-
kannten entspricht der Schnittmenge zweier Geraden in der Ebene.

Im Kapitel 4 erfahrst du einen weiteren wichtigen Zusammenhang zwischen Gleichungen und geome-
trischen Objekten: Die Losungsmenge einer linearen Gleichung in drei Unbekannten liegt auf einer Ebene
im R®. Die Lésungsmenge eines linearen Systems von drei Gleichungen und Unbekannten entspricht der
Schnittmenge dreier Ebenen im Raum.

Die geometrische Vorstellung zeigt, dass die Schnittmenge nicht immer genau ein Punkt sein muss. Es gilt
ganz allgemein (egal, wie viele Gleichungen und Unbekannte):

Ein lineares Gleichungssystem kann eine, keine oder unendlich viele Losungen haben.

Das Eliminationsverfahren lauft zwar nach einem festen Schema ab, trotzdem liefert es nicht immer eine
Losung.

zum Ausgang des Eliminationsverfahrens:

Normalfall: Das System lasst sich auf Dreiecksform umwandeln (mit Koeffizienten # O
entlang der Diagonale). Das Gleichungssystem hat eine eindeutige Losung.

Es entsteht eine Zeile mit lauter Nullen links und einer rechten Seite # 0. Das Gleichungs-
system hat keine Losung.

Es entstehen eine (oder mehr) Zeilen mit lauter Nullen links, und auch die rechten Seiten
sind alle jeweils 0. Das Gleichungssystem hat unendlich viele Ldsungen.

Die elementare geometrische Vorstellung reicht nur flr zwei oder drei Unbekannte; die algebraische Aus-
sage Uber das Eliminationsverfahren gilt fur beliebig viele Unbekannte.

162 ) Wende das Eliminationsverfahren an und bestimme die Losungsmenge!
I: xX+2y+3z=1
II: 4x+5y+6z=2
: 7x+8y+9z=3

Ausfiihrung: Elimination von x fUhrt auf die Gleichungen I’ =41 —11 und ' =71 — Il
I 3y+ 6z=2
"' 6y +12z=4
Elimination von y gemag llI’" = 21I" — I’ fihrt auf die Gleichung O = 0. Das umgeformte System
lautet:
I x+2y+3z=1
I : 3y+6z=2
' 0=0

Die Gleichungen | und II’ reichen nicht aus, um x, y und z eindeutig festzulegen. Eine Variable bleibt
unbestimmt. Du kannst z beliebig wahlen und aus | und IlI’ x und y ausdricken.

Lésung: Die Losungsmenge lautet: L = {(z - %‘% - 22‘2), zZ€e R}
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2. Gleichungen und Ungleichungen

Carl Friedrich Gaul3 und ,sein”“ Eliminationsverfahren

Chinesische Mathematikbucher beschreiben schon im 1. Jhdt. v. Chr. das Losen von Gleichungssystemen.
In der europaischen Mathematik werden systematische Losungsverfahren erst Mitte des 18. Jahrhunderts
beschrieben. Man nimmt an, dass es schon vorher Rechenregeln flir Systeme mit zwei oder drei Unbe-
kannten gegeben hat.

Der italienische Mathematiker und Astronom Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) beschreibt, wie man ein
System in drei Unbekannten auf ein System von zwei Unbekannten reduziert. Er macht klar, dass auf
dieselbe Weise ganz allgemein vier Unbekannte auf drei, fliinf Unbekannte auf vier ... reduziert werden
koénnen.

Carl Friedrich GauB (1777-1855) verwendet das Eliminationsverfahren flr
Berechnungen in der Astronomie und Erdvermessung und untersucht es
ausfuhrlich. Der Rechengang aus Beispiel 149 (systematisches Eliminieren
von Unbekannten und anschlieBende Rucksubstitution) heift daher das

GauB'sche Eliminationsverfahren.

Ab 1940, mit dem Aufkommen der ersten Computer, werden Systeme mit
Jrichtig vielen“ Unbekannten geldst. Dabei treten Schwierigkeiten auf, die
Gaufl nicht vorhersehen konnte, und zwar katastrophale Rundungsfehler.
Erst ab 1960 werden diese Fragen theoretisch verstanden und zufriedenstel-
lend gelost. Um 1990 entstehen die LAPACK-Computerprogramme, die bis
heute als Standard gelten. Wenn dein Taschenrechner Gleichungssysteme

Carl Friedrich Gauf3

[6sen kann, verwendet er wahrscheinlich im Kern LAPACK-Routinen.

——{( Aufgaben

163

164

Stelle fest, welcher Sonderfall vorliegt, und be-
stimme die Losungsmenge!
a) x+3y+9z=14
X+ y+3z=2
3x+2y+6z=5

b) 7x— vy =1
9x+ y+ z=2
2x +2y —8z=3

c) 2x+4y+2z=4
—-6x+ 3y +9z=3
-5x -8y —3z=-8

d x—-3y+2z=-1
3x —5y—4z=-5
3x—T7y+ z=-4

Stelle fest, ob ein Sonderfall vorliegt, und be-
stimme die Losungsmenge!

a) 4x -3y + z=16
2x+ y— z=-2
X—2y+2z=14

b) 2x—-3y+ z=5
X— y+ z=4

x+ y+3z=10

165

166

c) 3x—by+ z=4
2x+ y—3z=6
5x—4y—-2z=5

d 4x+6y+7z=6
2x + 2y —5z=2
-7x—8y+9z=-8

Das Eliminationsverfahren findet fir die Aufga-
ben in 163 keine eindeutige Losung. Aber viel-
leicht liefert ein anderes Verfahren bessere Er-
gebnisse? Wende das Substitutionsverfahren
an und bestimme damit die Losungsmenge!

Ein ,Kochrezept“ zur Elimination von x:

Multipliziere | mit a, und Il mit —a,; addiere!
"=a,l + (-a,)ll

Multipliziere | mit a; und lll mit —a,; addiere!
m =a;l + (-a,)ll

a) Erweitert das Kochrezept auch fur die Elimi-
nation von y aus Gleichungen II" und III'.

b) Arbeitet nach diesem Rezept und lost ver-
schiedene Gleichungssysteme aus den Auf-
gaben 150-151.

c) Funktioniert das Kochrezept immer oder
sind Sonderregeln notig? Prift insbeson-
dere die Aufgaben 156 a) und c).

31



2.3 Ungleichungen, Schranken, Genauigkeit

Eine Ungleichung gibt ein GréRenverhaltnis zwischen Termen an:

T.<Tq T, ist kleiner als T,
IS T, ist kleiner oder gleich T,
T, =T, T, ist groRer oder gleich T
T, >T; T, ist groRer als Ty

Die Zeichen <, =, =, > sind Relationszeichen. Sie geben eine Beziehung (ein Verhaltnis, eine Ordnung)
zwischen zwei Termen an. Auch das Gleichheitszeichen = und das Ungleichheitszeichen # sind Relations-
zeichen. Hingegen sind +, —, -, : keine Relationszeichen, sondern Operatoren.

167 ) Die MaRe einer rechteckigen Platte in cm sind | = 16,9 + 0,2 und b = 3,3 = 0,05. Gib untere
und obere Schranken fur die Flache A mit Ungleichungen, als Intervall und in der =-Schreibweise
an.

Ausfiihrung: Fur die entsprechenden Maf3zahlen gilt:
le[16,7;17,4] und b e€[3,25;3,35] oder 16,7 </<17,1 und 3,25 <b < 3,35.

Obere und untere Schranken flr die Flache erhaltst du, indem du mit den entsprechenden Schran-
ken fur [ und b rechnest:

16,7-325=<A=<17,1-3,35 = 54,275 < A< 57,285

Flr die =-Schreibweise gilt: A ist gleich Mittelwert = halbe Intervallbreite.

A= 57,285 J2r 54,275 + 57,285 ; 54,275 _ 55,78 + 1,505

Da die Genauigkeit des Langenwertes nur bis auf eine Nachkommastelle gegeben ist, kannst du
Schranken flr das Ergebnis sinnvollerweise auch nur auf eine Nachkommastelle genau angeben.
Wenn notwendig, rundest du die untere Schranke ab und die obere auf. Damit sind auch die gerun-
deten Werte gultige Schranken. Auch in der =-Schreibweise rundest du so, dass du auf der si-
cheren Seite bleibst: Wert kaufmannisch (,normal“) runden, =-Schranke aufrunden.

Losung: 54,2 <A<57,3 < Ae[54,2;57,3] & A=558+16(Aincm)

Zwischenergebnisse und Nebenrechnungen kannst du mit den MafRzahlen alleine rechnen. Im End-
ergebnis sollen Maf3zahl und Maf3einheit ersichtlich sein!

Wenn du im vorigen Beispiel die Flache ohne Fehlerschranken rechnest, erhaltst du A = 16,9 - 3,3 =
55,77 cm”. Die Angabe dieses Wertes ohne Fehlerschranken téduscht Quadratmillimeter-Genauigkeit vor.
Eigentlich ist in diesem Resultat nur die Zehnerstelle exakt. Schon die Einerstelle kann im Bereich 4 bis
7 schwanken. Die Nachkommastellen sind vollig unsicher — sogenannte leere Genauigkeit.

Man sagt: Das Ergebnis hat hochstens zwei signifikante Stellen.

Als signifikante Stellen bezeichnen wir jene Dezimalstellen eines Zahlenwertes, die noch sinnvolle
Information enthalten. Ein Ergebnis hat normalerweise so viele signifikante Stellen wie der Eingabe-
wert mit den wenigsten signifikanten Stellen.
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Hinweis

2. Gleichungen und Ungleichungen

Ungleichungsketten und Schreibweisen flur Schranken
Vergleiche dazu auch Band 5, Seite 28!

Ungleichungsketten: a < b < ¢ < d. Jede einzelne Ungleichung muss erflllt sein. Mischen von
< und = ist méglich, a =< b < ¢ =< d. Ungleichungsketten in verschiedenen Richtungen, so wie
a < b > ¢ = d, sind unublich und lassen wir nicht zu.

Fehlerschranken beim Runden: x = 4,3 bedeutet 4,25 < x < 4,35.

Intervallschreibweise: y € |-2; 3[ bedeutet -2 < y < 3. Achte auf den Unterschied zwischen
offenen und geschlossenen Intervallgrenzen: y € [-2; 3] bedeutet -2 <y < 3.

Angabe der Genauigkeit in £-Schreibweise: z = 75,3 = 0,2 bedeutet 75,1 <z < 75,5.

Signifikante Stellen: Bei der Angabe von Rechenergebnissen mit Messwerten oder anderen feh-
lerbehafteten Grofen signalisiert die Anzahl der angeschriebenen Stellen die Genauigkeit.
x = 5,00 bedeutet 4,995 < x < 5,005 und darf nicht zu x = 5 ,vereinfacht® werden.

——( Aufgaben )

Beschreibe die Fehlerschranken mit Unglei- @Nach einem Verkehrsunfall wird ein Bremsweg
chungen und in Intervallschreibweise: s=80m=1m gemessen. Die Bremsbe-

a) Die Laufstrecke ist 400 m = 0,5 m lang. schleunigugg des F?hrzeug?s inrd. mit
a =9m/s® = 0,5 m/s” geschatzt. Fur die Ge-

b) Der Wagen hatte eine Geschwindigkeit von schwindigkeit des Fahrzeuges gilt: v = V2as

120 km/h = 20 km/h.

c) Das Fossil hat ein Alter von 15000 Jahren
* 3000 Jahren.

d) Mein Gewicht betragt 78 kg = 2 kg.

Schreibe die folgenden Aussagen als Unglei-
chungen.

a) Der Weg ist kurzer als 3 km.

b) Die Kochzeit betragt mindestens 10 min.

c) Bettina ist nicht gro8er als Christa, aber gro-

fBer als Andi. Ermittle die Geschwindigkeit des Fahrzeuges
d) x = 10,4 und gib das Ergebnis in der £-Schreibweise an.
e) yel[-2: 2] Wie viele signifikante Stellen hat das Ergebnis?

Hinweis: 1 m/s = 3,6 km/h

Albert bestimmt die Entfernung eines Gewitters

durch Zahlen der Sekunden zwischen Blitz und @ Leo Galli méchte die Hohe h eines Turmes aus
gonieg gr ::,chatzt die Zeitdifferenz auf rund der Fallzeit t eines Steins schatzen. Naherungs-
s = U s weise gilt: h = £t

a) Wie weit ist das Gewitter entfernt? (Schall- Er stoppt t = 3,2 s + 0,1 s und rechnet mit

geschwindigkeit v = 344 m/s = 5 m/s)
b) Wie verbessert sich die Genauigkeit, wenn

er die Zeit t = 3,22 s = 0,05 s mit der
Stoppuhr misst?

Gib fir alle Ergebnisse Fehlerschranken in zwei
verschiedenen Schreibweisen und die Anzahl
der signifikanten Stellen an!

dem Wert g = 9,81 m/s® = 0,02 m/s>.
a) Gib die Hohe mit Fehlerschranken in zwei
verschiedenen Schreibweisen an.

b) Leo findet einen genauen Wert der Fallbe-
schleunigung am Standort des Turmes he-
raus: g = 9,80494 m/s?. Verbessert sich
damit die Genauigkeit des Ergebnisses?
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2.4 Aquivalenzumformungen bei Ungleichungen
Fir Ungleichungen gilt, ahnlich wie fur Gleichungen (siehe Band 5, Kapitel 3.1 und 3.2):
T, und T; mussen sachlich und rechnerisch sinnvolle Ausdricke sein. Wiederhole: Die Menge aller
sachlich sinnvollen Werte heifft Grundmenge G. Die Definitionsmenge D ist jene Menge, fir die alle

Terme rechnerisch zulassig sind. Meist gilt D c G.

Ungleichungen konnen, ebenso wie Gleichungen, wahr oder falsch sein.
Wiederhole: Lésungsmenge L — alle Werte aus G n D, fur die die Ungleichung wahr ist.

Ungleichungen heien aquivalent, wenn ihre Losungsmengen gleich sind.

Die Aussage einer Ungleichung T, < T, bleibt erhalten, wenn

1. auf beiden Seiten der gleiche Wert a addiert oder subtrahiert wird.
T . <Tg | +a T < T —a

T +ta<T;+a TL—a<T;—a

2. beide Seiten mit dem gleichen Wert a > 0 multipliziert oder durch den gleichen Wert a > 0O
dividiert werden.

T.<T, ca>0 T.<T, :a>0
L R L R

al, <aTy — <K==

3. Multiplikation mit oder Division durch einen Wert a < O dreht das Relationszeichen um!

T, <Tg |-a<0 < T |:a<0
T
al > aTy — =L

Bemerkung: Alle Aussagen gelten sinngemaf auch fur die Ungleichungen T, < T,, T, =T, und T > T,.

173 ) Lése die Ungleichung —6x — 7(7x — 31) <2(5+ 7x) inG =R.

Ausfiihrung:
—6x —7(7Tx—31)<2(5 + 7x) beide Seiten ausmultiplizieren
217 — 55x < 10 + 14x | — 14x — 217
-69x < —207 | : (-69) Relationszeichen umdrehen!
x> 3
Lésung: L = {x € R|x > 3} Andere Schreibweisen: x >3 oder x & ]3; o[

Bemerkung: Wenn keine Grundmenge angeben ist, wahle selbst die grofte sinnvolle Grundmenge. In der
Regel ist das G = R.
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2. Gleichungen und Ungleichungen

geraden grafisch dar.

Ausflihrung:

x+5<1
x <-4

=xeR|x<-4}, L, ={xeRx=

-
Lése das Ungleichungssystem x + 5 <1 A 7 —x =<

Die beiden Ungleichungen sind mit ,und“ verbunden. x muss daher beide erflllen.
| -5

—13}. Beide Gleichungen miissen erfiillt sein, die Losungs-
menge des Gleichungssystems sind alle x, die in beiden Losungsmengen enthalten sind.

N
20. Stelle die Losung auf der Zahlen-

7—x<20 | —
X =13 |- (-1)
x =-13

O

-15

Losung:

&

L=0LnL ={xeR|-13=sx<-4}

10 5 0

Andere Schreibweise: [ = [-13; —4[

——{ Aufgaben )

@ Lose die Ungleichung und stelle die Losung auf Vereinfache und lose:

der Zahlengeraden grafisch dar:
a) 2x+2>3x—4

b) 4x —7<8+ 6x

o) Sx+53<3x+3%
d) 2x+2=%x+15

Vereinfache und lose:

a) 6x+7(7Tx+31)=2(5—-7x)

x—4

4
8x—1
3
19x — 121
2
4x — 26
a

5x —1
3
11x — 3
4
14x -1 _
5 =
x+1
5

a) <

b)

=

c)

X

2

d) >

Gib die Losungsmenge des Ungleichungssy-
stems an und stelle sie auf der Zahlengeraden
grafisch dar.

a) x—5<4 N 5—-4x<=-4

b) 3(-3x—1)—10x+ 19 <7(2 — 3x) + 12 b) 2x+1<2 A 3 5x=2
X — X =
c) 12(2x+1) —13<8x+3(bx+4)—-6 c) 3x—1<-3 A x—3<-2
d) 3(7x+12)—5@3x+4)>11x — 19 d x-—4<-1 N 5x—-3>3
3 1
e) 10x——(9x 20)>§(x+1) Wie179:
) 32-0<-2@x+7)+1 a) 2—4x>1 A 1-3x>-1
b) 4 —2x>-4 N x+4>-4
(177) Vereinfache und Iose: c) 3x+1<-x A 3x+4>-3
a) %(—8x—19)+3(x+2)>%(5x+2) d) -5x—4<-2x A 3x—4=-5x
b) £-52>2+L1(7x+2
6 Wie 179: Beachte, dass die Losungsmenge
c) 2x+4)—64<4x+ 3% (9x + 2) nicht immer ein Intervall ist!
d) L(10x-3)+1(E0x - 30) =2+ x4+ 1 a) 5x=1<0 A x+5=-
L o B . b) 3x-5=4 A 11 -2x=5
e) g2x+3) —j5(dx -5 =z +2) ¢) 4—5x<5 A 3x+5<0
f) 2+3)— (x+2)>FATx+T1) + £(x + 4) d 3x<5 A x+1<-4

85



2.5 Ungleichungen mit Fallunterscheidung

Dieser Abschnitt behandelt verschiedene Typen von Ungleichungen, deren Lésung Fallunterscheidungen
erfordert. Neben der Fallunterscheidung - der klassische und sicher mathematisch strengste Losungsweg
— lernst du weitere Losungsverfahren kennen. Oft ist eine gut gewahlte grafische Darstellung einfacher und
anschaulicher.

Quadratische Ungleichungen

182) | dse die quadratische Ungleichung (x — 1) (x — 5) > O durch Fallunterscheidung nach dem Vor-

zeichen der Faktoren.

Ausfiihrung: Das Produkt (x — 1) (x — 5) ist positiv, wenn beide Faktoren positiv oder aber beide
negativ sind.

Fall I: Vorzeichenmuster ++ fuhrt auf das Ungleichungssystemx —1 >0 A x —5>0.
Die Losung erhaltst du nach dem Muster des Beispiels 174: L,, = {x € R|x > 5}

Fall Il: Vorzeichenmuster —— fuhrt auf das Ungleichungssystemx — 1 <0 A x — 5 < 0. Auch

dieses System I6st du mit denselben Rechenschritten wie in Fall I: L. = {x € R|x < 1}
Weil L, , und L__ gultige Teil-Ldsungsmengen sind, ist die gesamte Losungsmenge die Vereinigung
der beiden.

Lésung: L=1,, Ul _={xeR[x<1 \/ x> 5} Andere Schreibweise: x € ]—oo; 1[ U ]5; o[

Bemerkung: Ware die Ungleichung in der Form x> — 6x + 5 > 0O gegeben, miisste man zuerst den qua-
dratischen Term faktorisieren, also in ein Produkt aufspalten (siehe dazu Band 5, S. 78 und S. 84). Dies
ist bei den Ungleichungen von Aufgabe 186 der Fall.

Bruchungleichungen

183 ) Lose die Bruchungleichung )ﬁ < 2 durch Fallunterscheidung.

36

Ausfuhrung: Zuerst bestimmst du die Definitionsmenge! Der Nenner darf nicht null sein, also
D = R\{1}.

Bei Bruchgleichungen ware der nachste Schritt Multiplikation mit dem Hauptnenner. Du kannst
aber hier nicht mit (x — 1) multiplizieren und einfach weiterrechnen, weil du den Wert von (x — 1)
nicht kennst. Er kann positiv oder negativ sein:

Fall I: (x — 1) > O Fall Il: (x — 1) < O
2. <2 |- (x — 1) 2-<2 |- (x — 1)
2<2(x—1) 2>2(x—1) |Rel.umdrehen!
2<2x—2 |+2 2>2x—2 | + 2
4 < 2x |:2 4> 2x |:2
2 <X 2>

Der Fall | ergibt also das Ungleichungssystem x — 1 > 0 A x > 2. Wie in Beispiel 174 be-
stimmst du L, = ]2; o[. Im Fall Il sind die Rechenschritte vollig gleich, nur die Relationszeichen
im Ergebnis genau umgekehrt: x —1 <0 A x <2 unddaherl, = ]—oo; 1.

Wie in Beispiel 182 ist die Losungsmenge die Vereinigung beider Teilmengen.

Lésung: L=0L,ul,=xeR|x<1) v (x> 2)}



2. Gleichungen und Ungleichungen
184 ) Ein anderer Losungsweg fur Beispiel 183:
Finde die Bereichsgrenzen moglicher Losungsbereiche und teste durch Einsetzen.

Ausfiihrung: LOse zuerst statt der Ungleichung die Bruchgleichung! Die Rechenschritte verlau-
fen wie in Beispiel 183, nur ohne Fallunterscheidung.

2_ -2 = D=RJ1 und L={2}

Markiere auf der Zahlengeraden x = 1 und x = 2 durch offene Kreise: Diese Werte gehdren sicher
nicht zur Lésungsmenge der Ungleichung.

-1 0 1 2 3 4 5

Es bleiben drei getrennte Bereiche: x < 1; 1 <x <2 und x > 2. Teste jeden Bereich einzeln,
indem du jeweils einen Wert wahlst und in die Ungleichung einsetzt.

x<1 x=0 Xfl<2 = 2<2 wahr
.. . 2
Im Bereich 1 <x<2  wahle X:% setze ein: 3, <2 = 4<2 falsch
2
x> 2 Xx=3 ﬁ<2 = 1<2 wahr

Losung: Die Ungleichung ist in den beiden Bereichen x < 1 und x > 2 erfullt.
L=xeRlx<1) v x>2)}

——( Aufgaben

185 ) Lose die quadratische Ungleichung durch Fallun- strahl ein (offene Kreise fir > oder <, gefillite
terscheidung. Kreise fur < odgr =). Die Pqute marklergn die
Grenzen verschiedener Bereiche. Teste jeden
a) x=-2)x-1)<0 Bereich einzeln: Suche dir eine ,schéne” Zahl
b) x —9)(x+3)<0 innerhalb des Bereichs aus und teste, ob die
c) x—1)(x+6)>0 Ungleichung erfullt ist.
d) xx+3)=0
188 ) L6se die Bruchungleichung durch Fallunter-

186 ) Verwende zuerst den Satz von Vieta oder die scheidung.
kleine Losungsformel, um den Term zu faktori- a) —2X2f g < 3 b) 4)(6: 3 < 0
sieren, und I0se anschlieend die Ungleichung
durch Fallunterscheidung. 3x 2x
g c) g=x>4 d 555 g<1

a) *+7x+10>0b) x¥*+3x—4=<0

c) >+ 10x+9<0 d) x>+ 16x + 63 =0 o _

) ) _ 189 ) a) — d): Loése die Ungleichungen aus Aufgabe
e) X +8x+15>0f) X +9x+14<0 188 durch Festlegen und Testen maéglicher Lé-
g ¥ —x—42<0 h) ¥—-12x+35>0 sungsbereiche, so wie in Beispiel 184 gezeigt.

187 ) a) - h): Lose die Ungleichungen aus Aufgabe (190 Entscheide jeweils, ob eine Fallunterscheidung

186 durch Festlegen und Testen moglicher Lo- notwendig ist, und gib die Losungsmenge an:
sungsbereiche, so wie in Beispiel 184 gezeigt. 2x + 5

a) ———g— <100 b) 2x +5)(x—2)<O0
Anleitung: Lése zuerst die entsprechende Glei- 8x _
chung und trage die Lésungen auf dem Zahlen- ¢) s-5<3 d) 5x+32=-3
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Hinweis

Betragsungleichungen

p
Lose durch Fallunterscheidung die Betragsungleichung: 2|x — 5| > x

Ausfiihrung:

Fall I: Der Term x — 5 ist positiv oder null.
Dann haben die Betragsstriche keine Auswirkung und du kannst sie weglassen. Damit ent-
steht das Ungleichungssystemx —5=0 /A 2(x — 5) > x. Du l6st es nach dem Muster-
beispiel 174 und erhaltst: [, = {x € R|x > 10}

Fall Il: Der Term x — 5 ist negativ.
Dann drehen die Betragsstriche sein Vorzeichen um. Das Ungleichungssystem lautet

x—5<0 AN 2(x+5)>x mitder Losung: [L2={XEIR€|X<13—O}

Losung: L=1,ul,={xeR|x<) v (x> 10)}

Grafische Darstellung

Die beiden Seiten einer Ungleichung lassen sich auch als Funktionsterme auffassen:
T .(x) < Tg(x)

Zur grafischen Losung der Ungleichung zeichnest du (oder dein Rechner) die beiden Funktionsterme. Im
Schaubild erkennst du, in welchen Bereichen der Funktionsgraph von T, oberhalb von T, verlauft. Solche
Bereiche entsprechen Lésungen der Ungleichung T, (x) < T (x). Die Schnittpunkte der Funktionsgraphen
entsprechen den Bereichsgrenzen. Ob sie zur Losungsmenge gehoren oder nicht, hangt davon ab, ob
< oder < gilt.

C N
Lése grafisch die Ungleichung:  (x + 1)(x + 2) > 2x° + 4x — 4

Ausfiihrung:
Die beiden Funktionsgraphen
schneiden einander bei x = -3
und x = 2.

Im Bereich -3 < x < 2 liegt der
Graph von T, oberhalb von Tg.
Dort gilt also T, > T,.

s 1
Lésung: L ={xeR|-3<x<?2) o o
. J

Bemerkung: Der grafische Losungsweg funktioniert ahnlich wie der Losungsweg der Aufgabe 184: Die
x-Werte der Schnittpunkte entsprechen den Grenzen moglicher Losungsbereiche. Die Gultigkeit der Unglei-
chung in den einzelnen Bereichen lasst sich direkt aus dem Schaubild ablesen. Das obige Musterbeispiel
hatte sich aber auch aquivalent zu (x — 2)(x + 3) < O umformen und durch Fallunterscheidung losen
lassen.
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2. Gleichungen und Ungleichungen

——{ Aufgaben )

Bestimme die Losungsmenge der Betragsun-

gleichung durch Fallunterscheidung;:
a) 2|x—3|>x+3

b) 5|x + 2| <0,25x + 2

c) 2|3x+5|=x+ 25

d) |2x + 6| <—x

Bestimme die Losungsmenge der Betragsun-

gleichung durch Fallunterscheidung
a) |[2x —3|=0,5x + 6,75

b) |2x—6|<-05x+5

c) 0,2x+ 7,6 > 0,6|x — 2|

d) 3|3 -2/<05x+45

Lése mithilfe der dargestellten

graphen:

y
3y

0,5x

x -3

Funktions-

0 1 2 3 4 5

a) [x—3|>05x b) 0,5x=|x

Lése mithilfe der dargestellten

graphen:

6

_3|

Funktions-

o
et
N

2x>+3x-3

a) 2xX°+3x—-3=x+1
b) x+1<2x*+3x—3

Lé')se mithilfe der dargestellten Funktions-

graphen:
y

11,5% - 2|

[0,5x -2

a) |1,56x — 2| =]0,5x — 2]
b) |0,5x — 2| >]1,5x — 2]

Lose grafisch:

a) *+7x+10>0
b) ¥*+4x>5
c) X¥* + 16x = x
d x—4)x+5) >0

Lose grafisch:

a) 2x> + x> 10

b) *+3x—-4<x*+16x+9
c) X¥* — 12 =4x

d *-3x¥-6x+8>0

Lose die Ungleichungen aus Aufgabe 193 auch

grafisch!

Lose grafisch:

2x 5x
a) ~3x-g~ 3 b) ¥z =3
X 3x
c)4_X>1 d)5x+6s1

@Versuche, das LOsungsverfahren des Muster-

beispiels 184 mathematisch zu begrinden.

Anleitung: Du findest die Grenzen moglicher Lo-
sungsbereiche durch Losen der Gleichung an-
statt der Ungleichung. Du testest die Unglei-
chung fir jeweils einen Punkt des Bereiches
und nimmst an, dass damit auch die Aussage
fur alle Punkte des Bereiches gilt.

Angenommen, es gabe in einem Bereich zwei
Punkte, einer erflllt die Ungleichung, der andere
nicht. Erklare, warum diese Annahme zu einem
Widerspruch fihrt!

89



2.6 Lineare Ungleichungssysteme
in zwei Unbekannten E

In der Wirtschaft treten bei Planungs- und Transportproblemen und bei der Optimierung von Produktions-
prozessen oft lineare Ungleichungen auf: z. B. kann eine Spedition zur gleichen Zeit nicht mehr Fahrzeuge
einsetzen, als im Fuhrpark bereit stehen; die Masse des Ladegutes darf das zulassige Gesamtgewicht
nicht Uberschreiten; Maschinen kénnen nicht mehr als eine bestimmte Menge produzieren. Alle Einschran-
kungen zusammen bilden ein System linearer Ungleichungen. Die lineare Programmierung ist ein mathe-
matisches Verfahren, das fur solche Probleme Losungsmengen findet und die beste Losung daraus aus-
wahlt.

Dieses Kapitel zeigt dir an einfachen Beispielen wichtige Grundideen der linearen Programmierung.
WeiterfUhrende Information enthalt die Themenseite am Ende des Kapitels.

Ein System linearer Ungleichungen in zwei Unbekannten hat beispielsweise die Form:

I x+ y>1
I: x+5y=<8
m: x—- y<2

Du kennst aus der flinften Klasse den Zusammenhang zwischen Gleichungen der Form ax + by = ¢ und
Geraden im R?: Die Lésungen der Gleichung liegen auf einer Geraden. Fiir lineare Ungleichungen besteht
ein ahnlicher Zusammenhang.

Die Losungsmenge linearer Ungleichungen der Art
ax+hby<c ax+hby=c ax+by=c ax+by>c

ist eine Halbebene im R?, die durch die Gerade ax + by = ¢ begrenzt wird.

Auf welcher Seite der Geraden die Losungsmenge liegt, lasst sich durch Einsetzen eines Test-
punktes entscheiden.

Fir Ungleichungen mit < oder = gehort die Gerade selber auch zur Losungsmenge, sonst nicht.

203 ) | ose grafisch das Ungleichungssystem: |1 x+ y>1
II: x+by=<38
: x— y<2

Ausfuhrung:

Zeichne zuerst die entspre-
chenden Geraden. Das geht
rasch, weil du fur jede Gerade
durch passendes Einsetzen von
x- oder y-Werten zwei Punkte (mit
»,Schonen“ Koordinaten) findest.
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2. Gleichungen und Ungleichungen

Wenn du den Testpunkt (0|0) in die Gleichungen einsetzt, findest du fiir jede Gerade heraus, auf
welcher Seite die Losungsmenge liegt.

FUr die erste Gleichung: 0 > 1 ist falsch, also enthélt die Lésungsmenge nicht den Punkt (0|0),
sondern liegt auf der anderen Seite: L, = Halbebene oberhalb vonx + y = 1

Bei der zweiten Gleichung ist O < 8 wahr, die Losungsmenge enthalt also den Punkt (0|0) und
daher ist L, die Halbebene unterhalb von x + 5y = 8 und (weil < gilt) die Gerade selbst.

Dritte Gleichung: O < 2 ist wahr, L, ist die Halbebene links von x —y = 2.

Die Losungsmenge L des Ungleichungssystems enthalt jene Punkte, die in allen drei Halbebenen
liegen: L = L, U L, u L,. Die Schnittmenge der drei Halbebenen ist in diesem Fall ein Dreieck.

Losung: Die Losungsmenge ist das eingezeichnete Dreieck. Die durchgehend gezeichnete Drei-

N
N

I

t t
-2 -1

ecksseite gehort zur Losungsmenge, die beiden strichlierten Seiten nicht.

——( Aufgaben
204 ) Lsse grafisch das Ungleichungssystem: a) x >0 b) x =0
a) 4x+ y>-2 b) x+2y>3 y<0 y=0
x— y<1 X+ y<-2
X +2y>-4 -2x— y>-6
XxX—2y<3 x—2y>1
3x+3y<3 X+ y<O
5 d 5 c) x <0 d) x >0
c) xt+ty> Xty=
) Y ) Y y=0 y>0
X—y=2 4x +y=8 x— y=-3 X+ y=4
y>1 2x—y=-2 x—3y=-5 X+2y=6
e) 2x+2y<-3 f) x+2y>13 2x+3y=11
x+3y>8 2x+3y<8 e) bx—2y>-4 ) 2x+ y<8
x+ y<8 -4x+ y>-32 4x + y<33 X —2y<-7
X—2y>-12 X+ 4y <41
205 ) | 3se grafisch das Ungleichungssystem. Die er- x+8y>16 x+ y>8
sten beiden Ungleichungen legen den Qua-
dranten fest, in dem die Lésungsmenge liegt. g x—- y>-3 h) 2x+ y<1
Die restlichen Gleichungen schranken den Be- 4x + y<36 7X + 2y <65
reich weiter ein.
Beachte: Das System kann auch unlésbar x—2y>-9 X —4y>-25
sein! x+3y>9 x+ 4y >13
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2.7 Naherungsverfahren fur Gleichungen E

Die Abschnitte dieses Kapitels haben dich mit vielen Methoden zur exakten Loésung von Gleichungen, Un-
gleichungen und -systemen vertraut gemacht. Wenn du nun glaubst, dass es fur jedes mathematische
Problem so ein exaktes Verfahren gibt, missen wir dich enttauschen. Im Gegenteil — wesentlich mehr als
die hier vorgestellten Probleme lassen sich gar nicht exakt l6sen.

Flr alle anderen Probleme ist man auf iterative Naherungsverfahren angewiesen. Damit bezeichnet man
Verfahren, die zwar die exakte Losung nicht erreichen, ihr aber beliebig nahe kommen.

Das Bisektionsverfahren

Fir eine Gleichung in der Form f(x) = O bendtigt das Verfahren Startwerte a und b, fur die gilt:
f(@) < 0 und f(b) > 0. Im Intervall [a; b] liegt daher eine Lésung der Gleichung.

Falls f(#) < 0, nehmen wir die Intervallmitte 212 als neuen Wert fur a, falls f(%) > 0,

2
atb

nehmen wir 5 als neuen Wert flr b. Das neue Intervall [a; b] ist nur mehr halb so breit.

Wieder betrachten wir die Intervallmitte des neuen Intervalls und erhalten wie vorher ein weiteres
Intervall [a; b], etc.

Fur die Intervalle [a; b] gilt f(a) < O und f(b) > 0. Sie enthalten daher eine Losung der Gleichung. Diese
wird immer genauer bestimmt, weil die Breite des Intervalls bei jedem Schritt halbiert wird.

206) | 3se die Gleichung x> — 8x — 17 = 0 naherungsweise mit dem Bisektionsverfahren.

Ausfiihrung: Die Funktion lautet: f(x) = x> — 8x — 17

Schritt 1: Um Startwerte a und b zu ermitteln, berechnen wir die Funktionswerte f(0) = =17,
f(1) = —24, f(2) = -25, f(3) = -14 und f(4) = +15.
Das erste Intervall [a; b] ist [3; 4], weil f(3) < 0 und f(4) > O.

Schritt 2: 234 = 3,5 und f(3,5) = -2,125 = neues Intervall [3,5; 4]

Schritt 3: ;52;4: 3,75 und (3,75) =~ 5,73 = neues Intervall [3,5; 3,75]

Schritt 4: 22375 — 3625 und f(3,625) ~ 1,63 = neues Intervall [3,5; 3,625]
Ergebnis: Die Losung der Gleichung ist: x = 3,5625 + 0,0625

Die Regula Falsi

Die Regula Falsi berechnet aus zwei ungenauen Werten einen neuen, verbesserten Wert:

_ Wert, — Wert,
Wertneu = Wertl - ReStl . m

207) Lose die Gleichung 2x* — 7x*> — 5x + 4 = O néherungsweise mit der Regula Falsi.

Ausfuihrung: Schritt 1: Eine grafische Darstellung zeigt, dass geeignete Startwerte Wert, = 0
und Wert, = 1 sind. Beide Werte erflillen die Gleichung nicht. Einsetzen ergibt

fur Wert,: 2:0°—7:0°—5:0+ 4 = +4 = Rest,
furWerty: 2+1°—-7-1>-5-1+ 4 = —6 = Rest,
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208

210

211

212

2. Gleichungen und Ungleichungen

Schritt 2: Berechnen des neuen, verbesserten Wertes. Einsetzen in die Formel ergibt:

- 0_a.0-1 _2_
Wert, =0 — 4 i-16 — 5 0,4

Rest, =2 (2) - 7-(2) - 5-2+4 =128 1008
Der neue Restbetrag ist schon deutlich kleiner.

Schritt 3: Wiederholung des Regula-Falsi-Schrittes, nur diesmal mit Wert, und Wert, anstelle von
Wert, und Wert,. Wir bezeichnen den neuen Wert als Wert,.

_ _(_A) . 1-04 —
Wert, = 1 — (-6) - gt =255 = 0,48630

Rest, = 2 - 0,48630° — 7 - 0,48630°> — 5 - 0,48630 + 4 = 0,14308

Der Rest nimmt rasch ab. Die nachsten Schritte liefern: Wert, = 0,500578 (Rest, = —0,00606844)
und Wert, = 0,499997 (Rest; = 0,0000320302).

Ergebnis: Eine Naherungslosung der Gleichung ist: x = wy = 0,499997
Beachte: Andere Startwerte konnen andere Losungen liefern.
Aufgaben

Lose die Gleichung auf eine Dezimalstelle ge-
nau mit dem Bisektionsverfahren.

a) 2x° — 13x* +15x =0

b) *+3x—9=0

c) X+ 15x +15=0

d x*+3x—-—3=0

Wahle selber Startwerte und rechne mit der
Regula Falsi, bis der Rest < 1072 geworden ist.
Wenn fir einen Startwert schon Rest O heraus-
kommt, hast du Gluck gehabt:

Du hast eine Losung gefunden und brauchst
nicht weiterzurechnen!

a) 2x° — 13x* + 15x =0

b) *+3x—-9=0

c) X+ 15x + 15 =0

d x*+3x—-3=0

Lose die Gleichung auf Zehntel genau. Benutze
das Bisektionsverfahren und die Regula Falsi!
a) *+x—-4=0 b) *—x+4=0

) *—xX—-7=0 d)xX*+x¥-7=0

Durch eine jahrliche Zahlung von 100 Euro er-
reicht ein Sparkonto nach 10 Jahren einen Wert
von 1 248,70 Euro. Es gilt

1248,70 = 100 - 4L 1)

Der Aufzinsungsfaktor q lasst sich nur nahe-
rungsweise berechnen. Erfahrungsgemas liegt
er im Bereich 1,01 < g < 1,10. Bestimme ihn
mit der Regula Falsi!

Leonardo von Pisa, genannt Fibonacci, hat die
Regula Falsi erstmals in der europaischen Ma-
thematik beschrieben.

Das ist eine Aufgabe aus seinem Liber Abaci:
Sechs Personen hatten zusammen eine be-
stimmte Summe Denare. Ohne den ersten
hatten die anderen funf zusammen
75 Denare. Ohne den zweiten hatten die an-
deren fuinf zusammen 70 Denare. Weiter der
Reihe nach: ohne den dritten, 67 Denare;
ohne den vierten, 64 Denare; ohne den flnf-
ten, 54 Denare; ohne den sechsten,
50 Denare. Gefragt ist, wie viel jeder einzelne
gehabt hat.

Nimm an, es waren insgesamt 100 Denare
(Wert,). Dann ergibt sich leicht: der erste muss
25, der zweite 30 und die nachsten jeweils 33,
36, 46, 50 Denare haben. Die Summe ergibt
aber 25 + 30 + 33 + 36 + 46 + 50 = 220.
Das ist um 120 zu viel (Rest,).

Probiere nun fir insgesamt 90 Denare (Wert,).
Die einzelnen Betrage 15, 20, 23, 26, 36, 40
ergeben in Summe 160, immer noch um 70 zu
viel. (Rest,).

Berechne mit der Regula Falsi einen neuen Wert
und den Rest. Was erkennst du hier?

Leonardo von Pisa (um 1180-1240)
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. Vermischte Aufgaben

213 ) Wahle ein gunstiges Verfahren und lose:
a) 2x—6y+ 4z=0
-10x + 3y + 2z=-69
5x +9y + 10z = 120

b) 2x—-3y+2z=3
y+ z=5
-3x +6z=9

c) 3x+b5y— z=9
2x —4y+ z=1
X+2y—2z=28

d x+2y— z=1
Sy + z=12
2x+4y—3z=0

214 ) stelle fest, ob ein Sonderfall vorliegt, und be-
stimme die Losungsmenge!
a) x+ y— z=5
XxX+2y+ z=8
2x+ y—4z=17

b) x— y— z=-1
xX+2y+ z=28
2x+ y—4z=17

c) x+2y— z=1
XxX+3y+2z=3
2x+by+ z=4

d x+2y— z=1
XxX+3y+2z=3
3y+9z=7

215 ) Fiir ein Fahrzeug wird auf der Autobahn eine Ge-
schwindigkeit v = 144 km/h = 7,2 km/h ge-
messen. FUr den Bremsweg gilt s = %. Wie
lang ist der Bremsweg, wenn man die Brems-
beschleunigung mit a = 9 m/s®> * 0,5 m/s?
schatzt?

Hinweis: 1 m/s = 3,6 km/h

216 ) Weltrekord im 100-m-Lauf (Usain Bolt 2009):
9,58 s.
a) Angenommen, die Zeit ist auf £ 0,005 s ge-
nau gemessen, welche Unsicherheit ergibt
sich fur die Durchschnittsgeschwindigkeit?

b) Florence Griffith-Joyner lief 1988 mit einer
Durchschnittsgeschwindigkeit (gerundet auf
zwei Nachkommastellen) von 9,53 m/s zum
Weltrekord. Berechne ihre Laufzeit mit
Fehlerschranken.

c) Praktisch ist die Streckenlange nur auf
+ 1 cm genau angebbar. Welche Unsicher-
heit in den Laufzeiten von Usain und Flo-
rence resultiert aus dieser Ungenauigkeit?
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217 ) a) Der rund 8,3 km lange Gleinalmtunnel liegt
auf der A9 zwischen St. Michael und Graz.
Die Hochstgeschwindigkeit im Tunnel be-
tragt 80 km/h. Wie lange dauert die Durch-
fahrt?

b) Stefan Stausteh fahrt bei unglnstigen Ver-
kehrsverhaltnissen mit 65 km/h £ 15 km/h.
Frieda Freifahr kann bei geringem Verkehr
mit 75 km/h = 5 km/h durchfahren. Wie
lange brauchen sie?

c) Wie verandern sich die Fehlerschranken in
Aufgabe b), wenn du mit dem metergenauen
Wert 8 320 m fur die Tunnellange rechnest?

218 ) Die Langen der Katheten eines rechtwinkligen
Dreiecks sind a = 125 mm = 1 mm und
b =80 mm = 0,5 mm.
Gib Schranken fir die Lange der Hypotenuse ¢
und die Flache A an (mit Ungleichungen, mit In-
tervall- und £-Schreibweise).

219 ) In einem zylindrischen Becher mit Radius
r = 4,2 cm £ 0,1 cm befinden sich 240 ml
+ 3 ml Wasser.

a) Wie hoch steht das Wasser im Becher?
Gib fUr das Ergebnis Fehlerschranken und
die Anzahl signifikanter Stellen an.

b) Nimm an, der Radius sei auf = 0,1 mm
genau. Welche Fehlerschranke fur das Volu-
men ware zulassig, damit die Hohe auf
Zehntelmillimeter genau bestimmt ist?

220) Fir die Schwingungsdauer eines Pendels gilt
T=2mn \fé wobei | die Pendellange und g die
Erdbeschleunigung ist. Bei einer Messserie er-
halt man fur die Schwingungsdauer T eine Zeit
von 2,56 s = 0,01 s. Die Pendellange betragt
exakt 1,5 m.

a) Bestimme den Wert der Erdbeschleunigung.
Wie viele signifikante Stellen hat das Ergeb-
nis?
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223

224

b) Wie verandern sich die Fehlerschranken fur
die Erdbeschleunigung, wenn die Pendel-
lange nur auf cm genau gemessen wurde?

H Zeigt: Um in einem linearen System aus
n Gleichungen und n Unbekannten die erste
Unbekannte nach dem Schema von Beispiel
149 zu eliminieren, sind im Allgemeinen
n(n — 1) Additionen notwendig.

b) H Uberpriift folgende Formel fir n = 2 und
n = 3: Die Anzahl der Additionen zur Um-
wandlung eines Systems von n linearen Glei-
chungen und n Unbekannten auf Dreiecks-

- n n
form betragt 33

c) & Ein Computer bewaltigt etwa 1 Milliarde
Rechenschritte in der Sekunde. Wie lange
braucht er fur die Umwandlung eines
Systems aus 100, 1000, 10000 Glei-
chungen auf Dreiecksform?

d) & Wissenschaftliche oder technische Be-
rechnungen erfordern routinemagig die Lo-
sung von Gleichungssystemen mit 100 000
oder mehr Unbekannten. Ist das allgemeine
Eliminationsverfahren daflr geeignet?

e) & Fir besonders Interessierte: Versucht,
die in b) angegebene Formel allgemein zu
beweisen. Verwendet dazu vollstandige In-
duktion (siehe Abschnitt 3.10).

Gib die Losungsmenge des Ungleichungssy-
stems an und stelle sie auf der Zahlengeraden
grafisch dar.

a) 2x+1=3 N 4—x=2

b) 2x—-5<-10 N x—5=2x+2
c) dx+12>2 N 8x+8< —4x+ 56
d) -3x—-5=2-2x N x—T7T<2x—-2

Wie 222:

a) 8 —35x=-18+3xN10 —x<20 — 2x
b) 25x+6>8 N 2x—-5=0,5x+25
c) 2x+5=2-2x N 3x—2>x+3

d) 25x—-5=<8+3x N2x—-13 <20 —x

Bestimme die Losungsmenge der Ungleichung:
a) xX* + 300 > 40x

b) x(x —2)<-2

c) X(x + 7)< x*+ 3x+ 20

d) x(x + 7)< 30
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2. Gleichungen und Ungleichungen

Bestimme die Losungsmenge der Ungleichung:

a) L<—1 =55

X
4 —2x b) 2x+5

c) 22X <-4 d) 22 <2

Bestimme die Losungsmenge der Ungleichung:
a) 2|x—6|/>05x b) |[2x—5|<x—3
c) |x — 8| <x d) |[3x—8|<2x-3

Bestimme die Losungsmenge der Ungleichung:
2 + X

2x° +x—1
a) S —3 >x+2 b) =7 —<2
3x+1 X +5
c) x-4-1>3 d) x+1>3

@ Gegeben sind die vier Vektoren

. 3\ . 11 2 4\ 8
a=|1|,b=(5)c=|9|d=|4
2 6 5 -6

Wie I&sst sich der Vektor d durch geeignete Li-
nearkombination aus den Vektoren a, b und ¢
zusammensetzen? Gesucht sind also Koeffizi-
enten x, y und z, so dass d = xa + yb + zc.

Stelle ein Gleichungssystem auf und I6se es!

@ H Aufgabe 228 zeigt eine wichtige geome-

trische Interpretation eines linearen Gleichungs-
systems in drei Variablen. Die Spalten der Koef-
fizientenmatrix eines Gleichungssystems
entsprechen drei Vektoren. Gesucht ist eine
Linearkombination dieser Vektoren, welche den
Vektor der rechten Seite ergibt:

a b, ¢ d,
Xla, | TY|[b, | T 2Z|c, | =|d,
as by C3 ds

In dieser Interpretation lassen sich die mog-
lichen Lésungsfalle geometrisch veranschauli-
chen.

Diskutiert: In welchen Fallen kann man aus den
Vektoren a, b und ¢ einen beliebigen Vektor d
zusammensetzen? In diesen Fallen hat das
Gleichungssystem eine eindeutige Losung!

In welchen Fallen gibt es mehrere Méglichkeiten,
den Vektor d zu bilden? Wie kann es sein, dass
es unmoglich ist, den Vektor d auszudriicken?

Hinweis: In Abschnitt 4.11 werdet ihr eine an-
dere — ebenfalls sehr wichtige — geometrische
Interpretationsmoglichkeit flr lineare Glei-
chungssysteme in drei Variablen kennenlernen.
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@ Wie entstehen Systeme mit mehreren tausend

231

46

Unbekannten? Ein Anwendungsbeispiel:

Wir betrachten einen L-formigen Bauteil im
Querschnitt (siehe Skizze). Die Oberflachentem-
peratur betragt auf einer Seite 20 °C, auf der
anderen O °C. Die anderen beiden Seiten sind
warmeisoliert. Nach einiger Zeit andert sich die
Temperaturverteilung im Inneren nicht mehr.
Diese Temperaturverteilung soll berechnet
werden.

Wir legen ein Gitter von Punkten x, bis x; in das
Rechengebiet. Die Temperatur in diesen Re-
chenpunkten bestimmen wir naherungsweise
als das arithmetische Mittel der Nachbarpunkte
im Gitter.

0 9
09 Xg
0 0
@ X,
Xy X, X3
20 20 20

Der Punkt x, hat drei Gitternachbarn: x, und je
einen Randpunkt mit Wert O bzw. 20; es gilt:

X, =50, +0+20) & 3x —x,=20

Stelle das vollstandige Gleichungssystem auf
und lése durch Elimination oder mit einem
Rechner/Computer.

Hinweis:

Die erhaltenen Temperaturwerte geben nur ein
recht grobes Bild der tatsachlichen Temperatur-
verteilung. Genauer werden die Ergebnisse mit
feineren Rechengittern.

Jetzt siehst du auch, wie leicht riesengrofRe
Gleichungssysteme entstehen kdnnen.

Ein Gitter von 10 X 10 Punkten ergibt bereits
100 Unbekannte. Ein raumliches Gitter mit
10 X 10 X 10 Punkten — das ist noch gar nicht
besonders genau — ergibt 1 000 Unbekannte.

Lose grafisch das Ungleichungssystem:

a) x+3y<12 b) x—2y=-2
xX— y<6 2x — y=<10
2x+ y>9 4x + 3y >11
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Lose grafisch das Ungleichungssystem:

a) 3x+4y=8 b) x >0
X+2y=5 y>0
x—3y=-13 xX— y=-1

Xx+2y<5b
2x — 3y =-7

@ Das folgende (vereinfachte) Iterationsdiagramm
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zeigt den Ablauf des Bisektionsverfahrens zur
naherungsweisen Losung der Gleichung
f(x) = 0.

‘ Startintervall [a; b]

1

Setze ¢ =

atb
2

Wahle neues Intervall:

wenn f(a) - f(c) <O, dann

wabhle [a; c]
sonst

wabhle [c; b]

L

Lruckkoppeln®

a) Gegeben ist die Funktion f(x) = x> — x — 2
Ermittle einen Naherungswert flr ihre Null-
stelle indem du den Algorithmus schritt-
weise ausflhrst. Gehe dabei vom Startin-
tervall [a; b] = [1; 2] aus und berechne
vier Schritte.

b) Gib fur die ersten vier Schritte die Intervall-
breite an, in dem der Naherungswert zu fin-
den ist.

c) B vVersuche in einem Computeralgebra-
system den durch das Iterationsdiagramm
angegebenen Algorithmus zu implementie-
ren.

Bestimme jeweils die Losung der Gleichung auf
Zehntel genau. Benutze das Bisektionsverfah-
ren und die Regula Falsi!

a) >+x—-5=0 b) *-3x+3=0
c) 2x*—-2x+1=0d) 2x*—-x—-5=0
e) *+x—-5=0 f *+2x*-2=0



. Sprache der Mathematik

@ Thema Lineare Gleichungssysteme

a) Wann ist ein Gleichungssystem mit drei Gleichungen und Unbekannten besonders einfach 16s-
bar? Gib Beispiele an und verwende bei deinen Erklarungen die Begriffe Zeile, Spalte, Koeffizient,
eliminieren, substituieren.

b) Gleichungssysteme mit drei Unbekannten sind im Allgemeinen rechnerisch wesentlich aufwendi-
ger als solche mit zwei Unbekannten. Erklare: Warum bewirkt eine Unbekannte mehr so viel
rechnerischen Mehraufwand? Sprich dabei Uber die notwendige Anzahl an Rechenoperationen,
um eine Unbekannte zu eliminieren.

c) Nicht alle Gleichungssysteme sind losbar. Gib Beispiele an, wo keine Losung existiert.

d) Wie kann es passieren, dass beim Eliminationsverfahren eine ganze Zeile des Gleichungssys-
tems verschwindet? Gib Beispiele an, wo dieser Fall auftritt.

Thema Fehlerschranken

Erklare, warum die folgenden Aussagen richtig sind oder was an ihnen unprazise oder falsch ist.

a) Wenn die Lange eines Rechtecks sehr ungenau gemessen wurde, muss die Breite umso genauer
angegeben werden, damit die Flache ungefahr stimmt.

b) Wenn die Lange eines Rechtecks um x zu grofs und die Breite dafur um x zu klein gemessen
wurde, gleichen sich die Fehler bei der Berechnung des Flacheninhalts aus.

c) Wenn die Lange eines Rechtecks um x zu grofs und die Breite daflr um x zu klein gemessen
wurde, gleichen sich die Fehler bei der Berechnung des Umfangs aus.

d) ©= % ist fUr alle praktischen Zwecke ausreichend genau.

@ Begrunde deine Antwort: Ist a auf n und b auf m Nachkommastellen genau, dann ist das Produkt a b
auf wie viele Nachkommastellen genau?

O n+m O n-m () Maximum von n und m () Minimum von n und m

Thema Ungleichungen und Ungleichungssysteme
a) Worin unterscheiden sich Aquivalenzumformungen bei Gleichungen und Ungleichungen?

b) Warum sind bei Bruchungleichungen Fallunterscheidungen notwendig, bei Bruchgleichungen aber
nicht?

c) In welchen Fallen ist die Losungsmenge eines Ungleichungssystems der Durchschnitt zweier
Mengen, in welchen Fallen die Vereinigung?

Thema lineare Ungleichungen in zwei Unbekannten

a) Erklare die geometrische Deutung einer linearen Gleichung und der entsprechenden Unglei-
chung.

b) Erklare die geometrische Deutung eines Systems zweier linearer Gleichungen und der entspre-
chenden Ungleichungen.

c¢) Welche geometrische Form kann die Losungsmenge eines Systems dreier Ungleichungen in zwei
Unbekannten haben? Uberlege verschiedene Falle.



Hneare OpEimicrung

Der optimale Schinken-Kase-
Toast

Sarah und Tim wollen gesund und schmackhaft kochen. lhre Richt-
linien sind:
+ 10 - 22 % der Gesamtkalorien aus dem Eiweif3-Anteil der Nah-
rung
50 — 60 % aus Kohlehydraten
20 — 35% aus Fett
moglichst wenig gesattigte Fettsauren

So weit, so gut: mit HafermUsli und Krautertee schaffen sie das
locker. Jetzt kommt die Herausforderung: ihr Lieblingsgericht ist
Schinken-Kase-Toast. Das Rezept daflr lautet (vereinfacht — das ist
ein Mathematik- und kein Kochbuch!):

Zutaten: 2 Scheiben Toastbrot (72 g); x g magerer Schinken;
y & Emmentaler

Tim mag Toasts mit (x|y) = (35; 40),
Sarah nimmt etwas weniger: (x|y) = (30; 30)

» Erflllen beide Rezepte die Ernahrungsrichtlinien? Wessen Toast
enthalt weniger gesattigte Fettsauren? — Diese Fragen sind typi-
sche Mischungsaufgaben®. Sie lassen sich mit linearen Gleichun-
gen modellieren und I6sen.

» Die ersten drei Richtlinien lassen sich als ein lineares Unglei-
chungssystem in x und y formulieren. Abschnitt 2.6 zeigt: Die
Losungsmenge dieses Systems ist ein Polygon in der x y-Ebene.

» Die vierte Richtlinie ist keine Ungleichung, sondern eine Minimal-
bedingung: Ein Wert soll so klein wie moglich werden. Andere
Fragestellungen enthalten Maximalbedingungen. Typischerweise
sollen Kosten minimal und Gewinne maximal werden.

* Vergleiche Band 5, wo Mischungsaufgaben passenderweise im Abschnitt

Vermischte Aufgaben von Kapitel 3 behandelt werden.

Die lineare Optimierung ist ein mathematisches Verfahren, das
lineare Systeme mehrerer Ungleichungen und einer Minimal- oder
Maximalbedingung |6st.

Der sowjetische Mathematiker Leonid Witaljewitsch Kantorowitsch
arbeitete 1939 als erster an linearer Optimierung. Unter anderem
dafir bekam er 1975 den Nobelpreis fir Wirtschaftswissenschaf-
ten. 1940-1950 erkannte zuerst das US-Militar, dann die Olindus-
trie das Potential der linearen Optimierung. Heutige Einsatzgebiete
sind Mischungsprobleme (wie unser Beispiel, blof3 nicht mit zwei
sondern zehntausenden Unbekannten); Produktionsplanung (so
produzieren, dass bei beschrankten Ressourcen maximaler Profit
erzielt wird); Telekommunikationsnetze (maximaler Datendurchsatz
durch ein Leitungsnetz mit beschrankter Kapazitat) etc.



P 1 Erstellt zum Toast-Rezept lineare
Gleichungen fur die Kalorien, die Eiweif3,
Kohlehydrate und Fette einzeln liefern. Ihr
braucht dazu folgende Nahrwertangaben:

1 g Nahrungsmittel enthalt kcal Nahrwert aus

Eiwei | Kohle- | Fett | Gesamt

hydrate
Toastbrot | 0,3 2,1 0,1 |25
Schinken | 0,8 0,0 0,2 |1,0

Kase

1,0 0,0 21 |31

P> 2 Verwendet die Resultate der Aufgabe 1 und formuliert Tim und |
Sarahs Richtlinien als Ungleichungen. Stellt die Lésungsmenge
grafisch dar. 60T
Die Abbildung zeigt die Losungsmenge des Ungleichungssystems. 50 L
Die beiden roten Geraden sind die Grenzen der Kohlehydrat-Bedin-
gung. Alle Punkte im Streifen zwischen den roten Geraden entspre- 40
chen Rezepten mit 50 — 60 % Kohlehydrat-Anteil. Zwischen den brau- 3¢ 1
nen Geraden liegt der Fettanteil bei 20 — 35 %.

Im gesamten Bereich zwischen den Achsen und der blauen Gerade

80 T

20

ist Eiweifs im Bereich 10 — 22 %. Die Schnittmenge der drei Bereiche 10 + \
X

ist hervorgehoben.

45 +
40 +
35 +
30 +
25 +

20 +

0 10 20 30 40 50 60 70 80

P> 3 Der Gehalt an gesattigten Fettsauren pro g betragt fir Toast-
brot 13 mg, fur Schinken 50 mg und fur Kdse 180 mg.

Gebt den Gehalt im Toastrezept als lineare Gleichung in x und y
an. Zeichnet die Geraden, die einem Gehaltvon 5g,6 gund 7 g
Fettsauren pro Portion Schinken-Kase-Toast entsprechen.

Die Abbildung zeigt den zulassigen Losungsbereich sowie Gerade,
die dem unterschiedlichen Gehalt an gesattigten Fettsauren ent-
sprechen (beginnend mit Blau: 5g,6¢g,7¢,88,9¢ ...).
Interpretation: Der Gehalt an gesattigter Fettsaure steigt nach
oben hin an. Der Eckpunkt (11,7]19,5) Mitte unten im Losungs-

i

bereich entspricht der (x|y)-Kombination mit geringstem Gehalt an

5 10 15 20 25 30 ungesattigten Fettsauren.
Unser Schinken-Kase-Toast-Beispiel ist, verglichen mit Aufgaben

aus dem ,wirklichen Leben“, ein sehr einfaches Optimierungsproblem — und trotzdem fiir handi-
sches Durchrechnen schon mihsam genug. Es zeigt aber die wesentlichen Schritte der linearen
Optimierung.

Lineare Optimierung enthalt zwei Schritte:

1. Festlegen des zulassigen Losungsbereiches. Fir zwei Unbekannte ist das ein Polygon, bei
drei Unbekannten ein Polyeder im Raum. Bei noch mehr Unbekannten ist es ein mathemati-
sches Gebilde (ein Simplex) mit sehr vielen ,Flachen“, ,Kanten“ und ,Ecken®.

2. Ein fundamentaler Satz sagt: Die optimale Losung befindet sich an einer Ecke. Fur das Finden
der richtigen Ecke gibt es spezielle Verfahren, wie z. B. das Simplex-Verfahren.
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. Meine Kapitelcheckliste
zu Gleichungen und Ungleichungen

D

(d.h. ich kann darstellen, berechnen, z.B.

— G

(d.h. ich kenne, ich kann beschreiben,

sagen, erklaren, verdeutlichen, ... ) interpretieren, begriinden, finden ...) Aufgaben
Blh@mR& Lineare Gleichungssysteme in drei Unbekannten

@ . was ein lineares Gleichungssystem O . ein lineares Gleichungssystem mit
und seine Losung ist. drei Unbekannten mit dem Eliminati- ... 150

@ . wie beim Eliminationsverfahren vor- onsverfahren l6sen.
zugehen ist. @) . ein lineares Gleichungssystem mit ... 154

@ . wie beim Substitutionsverfahren vor- drei Unbekannten mit dem Substitu-
zugehen ist. tionsverfahren losen.

(J ... welche Lésungsfalle es bei linearen () ... fir ein gegebenes Gleichungssystem ... 159
Gleichungssystemen in drei Unbe- ein glinstiges Losungsverfahren aus-
kannten geben kann. wahlen.

(J ... entscheiden, ob und wenn ja welcher ... 164
Sonderfall vorliegt.
®Blh@mn& Ungleichungen, Schranken, Genauigkeit

() ... was eine Ungleichung ist. @) . Schranken fur Naherungswerte an- .. 172

@ . was obere und untere Schranken geben.
sind. @) . Fehlerschranken mit Ungleichungen ... 168

@ . was eine Ungleichungskette ist. oder in Intervallschreibweise ange-

@ . die Intervallschreibweise. ben.

@ . welche Bedeutung signifikante Stellen

bei der Angabe einer Grof3e haben.

Blh@mn&a Aquivalenzumformungen bei Ungleichungen

() ... was die Grundmenge, die Definitions- @) . die Losung einer Ungleichung grafisch ... 175

menge und die Lésungsmenge einer

darstellen.

Ungleichung ist. @) . Aquivalenzumformungen bei Unglei- .. 176
@ . was aquivalente Ungleichungen sind. chungen durchfuhren und dadurch
@ . wie Aquivalenzumformungen bei Un- die Ungleichung losen. .. 179

gleichungen angewendet werden. O . ein Ungleichungssystem Iosen.
O . was ein Ungleichungssystem ist.

Blh@mn&  Ungleichungen mit Fallunterscheidungen

@ . was eine quadratische Ungleichung O . eine quadratische Ungleichung losen. ... 185

ist. O . eine Bruchungleichung l6sen. ... 188
@ . was eine Bruchungleichung ist. O . eine Betragsungleichung I6sen. ... 193
@ . was eine Betragsungleichung ist. O . entscheiden, ob eine Fallunterschei- ... 190
@ . wann eine Fallunterscheidung vorzu- dung notwendig ist, und diese durch-

nehmen ist. fahren.

(J ... eine Ungleichung grafisch I6sen. .. 198
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— G — T

®Blh@mR&E  Naherungsverfahren fiir Gleichungen

. . : °
@ dass ein Naherungsverfahren schritt- () ... ein Naherungsverfahren (Bisektions- ... 208, 20

weise genauere Losungen liefert. verfahren oder Regula Falsi) ausfih-

(J ... dass nicht jede Gleichung exakt |6s- ren.
bar ist.

Kompetenzen far meine Matura

(J Ich kann ein Gleichungssystem umformen und weifs,
welche Lésungsfélle bei einem linearen Gleichungs-
system auftreten kdnnen.

O Ich kann mithilfe von Ungleichungen und Intervallen
Fehlerschranken angeben.

O Ich weif, was eine lineare Ungleichung ist und kann
diese lésen.

() Ich kann bei der Lésung von Ungleichungen Fallunter-
scheidungen anwenden.

) Ich kann die Losung einer linearen Ungleichung geo-
metrisch interpretieren.
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. Teste dein Wissen!

Kreuze die richtigen Antworten an!

240 ) Wie viele Lésungen kann ein System dreier line- (245 ) Gib jene (x, y) an, die das System Idsen:

arer Gleichungen in drei Unbekannten haben? 2x + 3y >4
(J keine (J genau 1 x+ y<3
(J genau 2 (J genau 3 D0 UO@ao Oeo0 O@3o
() mehrals 3 () unendlich viele Qo1 O@y OJen O@E
D2 O@2 OEe2 032
241 Z\:]e;lcsl’qiingﬁZg;osrg]:(g?’.l?atlonszelchen (R), wel- 0D ©,3 O3 D@3 O@a3)
+ < = n #F ( = =
R 0O000000O0 246 ) Gib jene (x, y) an, die das System lésen:
x+ y> 0
o O 0 00000 X+ 2y <10
242 ) Jeweils zwei Angaben entsprechen einander. = y> U
Ordne richtig zu! D0 UO@o Oeo O3Eo
1) x € [-1; 3] a) xe[1; 3] D1 U@y Oe1ny O3
2) 1<x<1 b) 3,05 <x < 3,15 D2 O@2 OJe2 032
) x=2=x1 c) x € ]-o0; O U©,3 O@3 Je3 Ua?3
4) x= 3,1 d x=1=x2
5) x=1 e) xe|-1;1[ 247 ) Welche Lésung hat das Gleichungssystem?
6) x<O f) xe[1; o[ xt+ y—z=0
1)@|:| 2).9‘:' 3)'%‘:' xX+2y—z=1
2x+ y—z=0
A~ L] s~L] e-~L] O @10 O@o1 Oo1,12
243 ) Welche Werte flr x ergeben wahre Aussagen? Q@11 U keine O :,Jir;?:d“(:h

x=0 x=3 x=5
248 ) Welche Gleichungssysteme haben unendlich
viele Losungen?

a) x+ y+ z=0
2x+2y+ z=1
3x+3y+ z=2

X<1)AKx>4) @ @ Q
x<1)v(x>4) Q O
xe[-1;4]uU[3;5] @ @

@

0O 0 O

-1; 4 3;5 @
xel Int [ b) x+ y+ z=0

2x + 2y +2z=1
244 ) Gib jene (x, y) an, die die Ungleichung 3x+3y+3z=2
X+ 2y =2 losen:

oo UO@o Jeo0 Oao

c) x+ y+ z=1
2Xx + 2y +2z2=2

Losungen zu allen Aufgaben findest du in: Thema Mathematik 6 Losungen (SBNR 150.261)

Doy U@y Oe1 OEe 3x+3y+3z=3
D2 UO@2 0OEe2 UEG2 O a) und b) O a)und c)
D03 0ws 0@3 033 ) b) und ¢) () a) und b) und c)
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Folgen und Relhen

Unsere Geisteskraft ist Uberzeugt, sich die unendliche Wiederholung eines und desselben Schrittes vor-
stellen zu kénnen, wenn dieser Schritt einmal als méglich erkannt ist. (Henri Poincaré)

Das Unendliche hat wie keine andere Frage von jeher so tief das Gemdt der Menschen bewegt; das Unend-
liche hat wie kaum eine andere Idee auf den Verstand so anregend und fruchtbar gewirkt; das Unendliche ist
aber auch wie kein anderer Begriff so der Aufklarung bedlirftig. (David Hilbert)

folgen __ Reihen

Zahl e e
e=lim (1+-£)" | — folgen und Reinen

n—» oo I

e~ 718281...

(renawert
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3.1 lterationsprozesse E

Das Heron-Verfahren (1. dh. n. Chr.)

A s=VA Wir kennen die Flache A eines Quadrats und wollen die Seitenlange bestimmen.
Das bedeutet, wir wollen VA berechnen.

s=vA

Idee: Wir beginnen mit einem Rechteck
der Flache A und machen es schrittweise bo = S
dem Quadrat ahnlicher.

lo ly I

Wir wahlen dazu fir das erste Rechteck eine beliebige Seitenlange I,. Die zugehorige Breite ergibt sich zu

b, = A Wir bilden das arithmetische Mittel aus Lange und Breite und nehmen es als Seitenlange des

lo "

nachsten Rechtecks: I, = % . (lO + ,A) Wieder errechnen wir die zugehorige Breite b, = /A* mitteln /, und
0 1

b,, erhalten eine neue Seitenlange I, ...

249) Fiihre das Heron-Verfahren zur Bestimmung von V'3 aus.
a) Beginne mit dem Startwert [, = 3 und berechne [, [,, I;.
b) Gib das allgemeine Bildungsgesetz fir den Rechenschritt |, — 1 ., an.
c) Zeichne ein Iterationsdiagramm fur den Naherungsprozess.

Ausfiihrung:
Wir suchen die Seitenlange eines Quadrates mit A = 3.

a) Lange I, und Breite b, flachengleicher Rechtecke sind

I8 b,=3:1 Probe A =1 - b,
=3 by=3:3=1 Iy by=3-1=3
L=%2-@+1)=2 by=3:2=3=15 b =2-3=3
1. 3T =3.1_12_ cp =112
L=%-(2+3)=1=175 b,=3:42=2=1714085... I,-b,=%+-2=3
1 (7, 12\ _ 97 _ _ .97 _ 168 _ po= 97,168 _
=% (L +%)=2=1732142 ... b,=3: 2L =288 — 1731958 ... |,-b,=2L. 18 _3

b) Das Bildungsgesetz fur den ndchsten Nahrungswert lautet: [ ., = % . (In + %)

n

c) Das Iterationsdiagramm beschreibt den zyklischen Vorgang dieser naherungsweisen Berech-
nung von V3. Das Ergebnis jedes Rechenschritts wird in der nachsten Berechnung verwendet.

‘ Naherungswerte fir Wurzel aus 3

1
I.= 30.+3/1)

n+1

T Jrickkoppeln“

Das Heron-Verfahren zeigt eine haufige Vorgangsweise bei mathematischen Problemstellungen:
Es wird schrittweise (, iterativ®) ein immer besseres Ergebnis angestrebt (vergleiche Abschnitt 2.7). Dabei
entsteht jeweils eine Folge von Zahlen.
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3. Folgen und Reihen

Folgen sind ein wichtiges mathematisches Werkzeug mit vielen interessanten Eigenschaften. Eine der
wichtigsten Eigenschaften hangt damit zusammen, dass Folgen kein Ende haben mussen. Iterative Verfah-
ren kdnnen (zumindest theoretisch) unendlich lang laufen und legen dabei einen gesuchten Wert immer
genauer fest.

Die Archimedes-Abschatzung des Kreisumfangs (3. Jh. v. Chr.)

250) Gib eine iterative Rechenvorschrift zur naherungsweisen Berechnung des Einheitskreis-Umfangs

251

252

253

an. Gehe vom regelmaRigen Sechseck aus!

Ausfuhrung:

Die Sehnenlange s, eines eingeschriebenen Sechsecks ist

gleich dem Radius.

Die erste Naherung istalso: u~6-s,=~=6-:1=06
Wir nahern uns dem Umfang nun immer genauer durch ein-
geschriebene Vielecke mit immer mehr Seiten.

Dazu Uberlegen wir uns eine Iterationsformel, die uns sagt,
wie wir von der Sehnenlange des n-Ecks gleich auf die des

2n-Ecks kommen.

iﬁ%%f+ﬁ mt x=1-y=1-y1-(3)

Setzen wir fir x ein, ergibt sich: s = (%)2 + (1 - \/1—7(57)2)2

Sorgfaltiges Ausrechnen und Umformen (s. Beispiel 254) liefert eine Formel flr s,

Ergebnis:
Die Rechenvorschrift fur die Sehnen lautet:
Der entsprechende Umfang istu, = n - s,.

2 — V4 —s? mits, =1

Aufgaben

Berechne mit dem Heron-Verfahren die ersten
fanf Naherungswerte fur
d) V4

a) V2 b) V5 ¢) V7

Starte jeweils mit I, = 1.

Berechne mit dem Heron-Verfahren die ersten
fanf Naherungswerte fur vV 10.

a) Fihre das Verfahren mit zwei verschiede-
nen selbst gewahlten Startwerten aus! (Was
lasst sich Uber den Einfluss der Startwerte
sagen?)

b) Schreibe auch die allgemeine Iterations-
gleichung an!

c) Zeichne ein Iterationsdiagramm!

Die folgende Itkerationsgleichung liefert Nahe-
rungswerte fur Va:

hyr =4 (k—1+%)

n+1

x|

a) Uberpriife dies an 3\/5 mit |, = 1. Fihre eine
Probe durch!

b) Begrinde, inwiefern das Heron-Verfahren
ein Spezialfall dieses allgemeinen Verfah-
rens ist. Wie muss k gewahlt werden?

@ a) | Erganze die fehlende Umformung bei der

Herleitung von s,, = V2 — V4 — s? fur den
(Einheits-)Kreisumfang in Beispiel 250.
b) Zeige, dass die Beziehung

S
S, = F—A——
24 Va-¢?
zur Iterationsformel aus a) gleichwertig ist.

c) Berechne mittels der Iterationsformeln aus
a) und b) den Kreisumfang naherungs-
weise (mindestens 5 Iterationsschritte).
Welche der beiden Formeln ist praktisch
besser verwendbar?
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3.2 Reelle Zahlenfolgen

Eine fortlaufende Anordnung reeller Zahlen (a,, a,, a;, ...) heift eine reelle Zahlenfolge.
Die einzelnen Zahlen werden als Glieder der Folge bezeichnet.

Wir kdnnen Folgen unter Verwendung des allgemeinen Glieds a, kurzer auch so anschreiben:

(ag, @, @5, ... ) = (a,y mit n € N oder (a,, a,, a;, ... ) = (a,) mit n € N". Die tiefgestellte Zahl gibt die
Nummer des Folgengliedes an und wird als Index bezeichnet. Ob wir dabei mit O oder mit 1 beginnen wol-
len, hangt vom Problem ab oder ist oft auch Geschmackssache.

Bemerkung: Etwas abstrakter definiert ist eine unendliche Folge eine Funktion f(n) mit Definitionsmenge
D, = N (oder D, = N'). Im Unterschied zu Mengen ist bei Folgen die Reihenfolge wesentlich, und derselbe
Wert darf mehrfach an verschiedenen Stellen vorkommen.

Das n-te Glied der Folge ist durch einen Term von n gegeben: a, = T(n)

255) Berechne die Glieder der Folgen mit a, =2 — < und b, = G~ fir n = 1,2,3,4.

>

Ausfiihrung: a, = 2 — % =1, 2 -
b, = H = 1; b, !—)-33

=2 -
1_1)1

2 -

=1)°
4

||
J>||—\

’

wIH

_5.
37

N[

=
Il
'MH 4>-|\1

Il
wll—\
(T
I

Der Anfangswert der Folge ist gegeben;
das n-te Glied ist durch einen Term vom vorigen Folgenglied gegeben: a, = T(a,_,)

Grundvorstellung:

Explizite | Darstellung: n—» —a, Darstellung: a, 1 —=[T(@,_ )| — a»

256 ) Gegeben istd, = 2, d, = d"z’l - % fur n > 1. Berechne drei weitere Glieder der Folge!
n—1

. . _ 49 1 _2,1_3 _ 9% 1 _3,2_17 _ 17 | 12 _ 577
Ausfiihrung: d2—2+d1—§+§—§ d3_2+d2_z+§_ﬁ d4—ﬂ+ﬁ—m

Oft ergeben sich rekursive Darstellungen bei Anwendungsaufgaben, wo nur beschrieben werden muss, wie
man von einem Zustand zum nachsten kommt (vergleiche Abschnitt 3.1). Auch mehrere frihere Glieder
dirfen vorkommen — dann mussen entsprechend mehr Anfangswerte gegeben sein.

257 ) Berechne vier weitere Glieder der Folge f, = 0; f, =1; f,=f _, +f _, firn> 1.

Ausfihrung: f,=f, +f,=1+0=1; f,=f,+f,=1+1=2;, f,=f+f=2+1=3

Fir manche Folgen gibt es keine einfache Termdarstellung (oder wir
kennen sie nicht), aber eine Konstruktionsvorschrift.

Beispiele: z, = Augenzahl des n-ten Wirfelversuchs; t, = Durchschnittstemperatur des Tages n.
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——{( Aufgaben

261

262

263

264

3. Folgen und Reihen

Berechne die ersten funf Glieder der explizit ge-
gebenen Folge (n € N").

a) a, =1 b) a, =1+ (1)

— 3 _
c) a,=3 d) a,=.+71
e) a, = (-1)" - n" f) a,="Vn

Berechne die ersten funf Glieder der rekursiv
gegebenen Folge.

a)a-=1 a,,,=a,+2

b) a,=0, a,,,=2-a,—3
1

c) 81257 an+1:an.(1_an)

an
d a, =2, a,,, =374

B Gib die ersten zehn Glieder der konstruktiv
gegebenen Folge an.

a) a, = Anzahl der Teiler von n

b) a, = Zahl(0) oder Kopf (1) beim n-ten Minz-
wurf

n-te Nachkommastelle der Zahl ©t
n-te Primzahl

c) a,
d) a,

Berechne die ersten flinf Glieder der Folge (a,)
mit n € N" und stelle sie auf der Zahlengeraden
dar. Wahle die Skalierung geeignet!

n—1
a)an=% b)an=ﬂr)7— c) a,=2"

Es sind die ersten drei Glieder einer Folge gege-
ben. Finde eine moglichst einfache explizite
Darstellung, die zu dieser Folge gehodren

konnte.
a) (1,4,9,...) b) (1,45 1057 -+

Stelle eine Vermutung fur die explizite Darstel-
lung des n-ten Folgengliedes auf!

a)a-=7 a,,,=a,+2
b) a, =1, a,.,=5"a,
c)a, =1, a,,,=a,+2n—-1

Stelle eine Vermutung flir die rekursive Dar-
stellung des n-ten Folgengliedes auf und Uber-
prife diese durch Berechnung der ersten finf
Folgenglieder!

a) a,=0,2n b) a,=n*+n—2
c)a,=(n-1°+3 d) a =2""-3

265

266

267

268

269

270

Gib fUr die Folge jeweils eine explizite Darstel-
lung und wenn méglich auch eine rekursive Dar-
stellung an!
a) (0,2,4,6,8, ...)

111 4
b) (1,5,%, 5 76
c) (-2,-10,-18,-26, ...)

d) (1,-2,3,-4,5,-6, ...)

Die ersten drei Glieder einer Folge sind durch

a, =1, a, = 2, a; = 3 gegeben.

a) Gib eine moglichst einfache explizite Dar-
stellung der Folge an!

b) Zeige, dass auch die Folge a, =6 — 10n +
6n° — n® diesen Folgenbeginn besitzt.
Was Iasst sich daraus schlieSen?

Uberpriife, ob Elemente der Menge {29, 245,
253, 509, 731} Glieder der angegebenen Fol-
gen (a,) sind. Wenn ja, gib an, an welcher Stelle
der Folge sie auftreten!

a) a,=2"-3

b) a,=3"+2

Ein Getrank hat — frisch aus dem Kihlschrank
— eine Temperatur von 6 °C. Die Temperatur
nach n Minuten betragt:

T.=20-14-0,8"
Ermittle die ersten 20 Folgenglieder. Nach wie
vielen Minuten hat das Getrank mehr als 18 °C?

Interpretiere die Ergebnisse! Was kannst du
Uber die Raumtemperatur vermuten?

Ein Braten hat — frisch aus dem Backrohr — im
Kern eine Temperatur von 84 °C. Wahrend er in
der Kiche noch etwas rastet, betragt seine
Kern-Temperatur nach n Minuten:

T = 22n° +21000
n n’ + 250

Ermittle die ersten 20 Folgenglieder. Interpre-
tiere die Ergebnisse! Nach wie vielen Minuten
ist der Braten im Zentrum kalter als 50 °C?

# 2 Wie kann ein Computeralgebrasystem
a) explizit gegebene Folgen,
b) rekursiv gegebene Folgen darstellen?

Erstellt dazu ein Kurzreferat, das die verschie-
denen Moglichkeiten auch an konkreten Bei-
spielen demonstriert.
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3.3 Eigenschaften von Folgen

Bei Folgen ist oft interessant: Wachsen die Folgenglieder immer weiter an oder kommt das Wachstum zum
Stillstand? Gibt es eine Grenze, die nicht Uberschritten werden kann?

Monotonie von Folgen

Eine Folge (a,) ist  streng monoton wachsend, wenn a, < a, , , Vv neN,
monoton wachsend, wenna, <a,, , VneN,
konstant, wenna, = a, . , VneN,
monoton fallend, wenna, =a, . , VneN,
streng monoton fallend, wenn a, > a, , , VneN.

Eine Folge, bei der das Vorzeichen stets wechselt, heifdt alternierend.

Grafische Veranschaulichungen von Folgen:

Das Monotonieverhalten von Folgen lasst sich leicht in der grafischen Darstellung erkennen. Dazu fassen
wir die Folge als Funktion mit Definitionsmenge D, = N oder N" auf und zeichnen ihren Graphen. Diese
Darstellung heif3t (n — a,)-Diagramm.

211

272

273

58

a) Stelle die Folge (a,) mita, = 3 — % (n > 0) als (n — a,)-Diagramm dar.

b) Was vermutest du Uber das Monotonieverhalten der Folge?

Ausfiihrung: a) .| & o a3, 4 a8 4 & b) Die Folge zeigt im dargestellten Bereich
a, S streng monotones Wachstum.
2+ °
1+ Eine grafische Darstellung ist natirlich kein
. . . . . . n strenger Beweis, aber schon ein sehr
of 1 2 3 a2 5 & 7 starkes Indiz!

Beweise deine Vermutung Uber die Monotonie bei der Folge (a,) mit a, = 3 — % .

Ausfiihrung: (a,) = <2; %; %; %; > =(2; 2,5; 2,6 2,75: )
Schon aus diesen Werten, besser noch aus einer grafischen Darstellung wie in Beispiel 271 ver-
mutet man: Diese Folge ist streng monoton wachsend, d.h. es gilt a, <a,,, VneN.

1
n+1

_1 __1 211 1
3 n<3 e Fi e < n+1>n

Die letzte Aussage in der Aquivalenzkette ist sicher firr alle n € N” zutreffend. = w. A.!

Zeige, dass die Folge (a,) mit a, = 1—10(n — 2)(16 — n) nicht monoton ist!

Ausfiihrung: (a,) = (-1,5; 0; 1,3; 2,4; 3,3; ...)

Die Folge beginnt monoton wachsend. Doch es genugt, ein Glied
zu finden, das wieder kleiner wird. Im (n — a,)-Diagramm erkennst
du: Ab n = 10 werden die Werte wieder kleiner.

= N w B (&)
| | | | |
1 1 1 1 1

n

Ergebnis: Wegenay, =4,8 <a,=4,9unda,=4,9>a,,=4,8
ist die Folge nicht monoton. na

123 45 6 7 8 9 101112

°




——( Aufgaben

214

275

276

211

218

219

281

3. Folgen und Reihen

Zeichne ein (n —a,)-Diagramm und beweise,
dass die Folge streng monoton wachst:

_3n—-1 _5n+1
a) a, = =5, b) a, =3,
_ -1+2n . 3n?
) a, =14, d a, =132,

Zeichne ein (n —a,)-Diagramm und beweise,
dass die Folge streng monoton fallt:

_ -3n+1 7n+1
a) a, = —5, b) a, = ~3,75

_1-2n _ 1
c) a, = 1+n d) 4= 1720

Berechne die ersten fiinf Glieder der Folge (a,)
mit n € N, stelle (a,) grafisch dar und beweise
ihr Monotonieverhalten!

Wie 276, berechne jedoch die ersten sieben

Glieder der Folge.
_4n-3 _ 4n?

a) a, =" b) a, = n+2

1 _
n+a © a=
Ist die Folge (streng) monoton wachsend,

(streng) monoton fallend oder keines von bei-
den? Begrunde deine Entscheidung]!

a) a, =5 b) a, = 51
c)an=—2—1n d)an=$_2—1n):
Wie 278:

a) a, =252 b) a, = 3725
c) a”:1;n2n d) a”:1§n2n

Die Folge ist erst ab einem bestimmten Index
streng monoton wachsend. Finde mithilfe des
(n — a,)-Diagrammes den Index.

a) a, = (n — 5)° b) a,= (n — 2)(n — 4)

c) a,=n(n—5)(n-10) d) a,=z—5-

Zeige, dass die Folge (a,) mit n > 0 nicht mono-
ton ist:

a) a =Vn?> — 44n + 500

b) a,=n>-0,9"
no 2
) a,=1+(-1) 55
d) a —2+(1)
n n

282

283

284

Beweise, dass die Folge (a,) mita, = m

bis zum Index 10 streng monoton wachsend ist,
ab dem Index 10 aber streng monoton fallend.

Beweise, dass die Folge (a,) mita, = ﬁq
nicht monoton ist.

H Findet je zwei Beispiele fur
a) streng monoton wachsende,
b) streng monoton fallende,

c) alternierende Folgen!

€D Ab welchem Folgenglied ist die Folge

a = 2n =100
n 3n—10
Begrinde deine Behauptung!

monoton wachsend?

@ & Bildet die Folge der Differenzen der Folgen-

glieder (a, ., — a,). Was lasst sich daraus Uber
das Monotonieverhalten der jeweiligen Folge
schlieffen?

a) a,=n’—6n 20

nT 3n+1

b) a

@ & Bildet die Folge der Quotienten der Folgen-

288

glieder (%). Was lasst sich daraus Uber das

Monotonie\n/erhalten der jeweiligen Folge schlie-
Ben?

a) a,=n"—6n

2n
b) a,= 3,51

o2 Gegeben ist die Folge:

a0=%, a,,,=k-a,(1—a, far

Untersucht das Verhalten der Folge flr verschie-
dene Werte von k im Bereich O < k < 5. Lasst
den Computer viele Folgenglieder berechnen
und grafisch darstellen.

neN

Konnt ihr Bereiche von k finden, in denen die
Folge immer monoton wachst oder fallt? Gibt es
Bereiche, wo sich die Folge vollig regellos (cha-
otisch) verhalt?

@ & Die Folge aus Aufgabe 288 ist ein Beispiel

daflr, wie aus einfachen Bildungsgesetzen kom-
plexes, chaotisches Verhalten entstehen kann.
Recherchiert im Internet zum Stichwort ,Logi-
stische Gleichung”. Wie hangt das Bildungs-
gesetz aus Aufgabe 288 mit dieser Gleichung
zusammen? Was beschreibt sie, wer hat sie er-
forscht und welche besonderen Eigenschaften
hat sie? Erstellt eine Prasentation.
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Beschranktheit von Folgen

Eine reelle Zahl S, heiRt obere Schranke der Folge {a,), wenna,<S, VneN"

Eine reelle Zahl S, heiBt untere Schranke der Folge (a,), wennS,<a, VneN"

Die Folge heif3t nach oben (unten) beschrdankt, wenn sie eine obere (untere) Schranke besitzt.
Sie heift beschrénkt, wenn sie nach oben und unten beschrankt ist.

(o]

290 ) Formuliere eine Vermutung, ob die Folge (a,) = 3 — % beschrankt ist oder nicht. Beweise diese!

Ausfithrung: (a,) = <2; %; %; %; > =(2; 2,5; 2,é; 2,75; ...)
Vermutung: Die Folge (a,) ist beschrankt, da fur alle Indizes n € N" gilt: 2 <a, <3
Du kannst verbal oder formal argumentieren.

Untere Schranke S, = 2

Verbale Formulierung: Formale Schreibweise:
Aus dem Bildungsgesetz erkennst du: Ist
n = 1 so wird 1 von 3 abgezogen, sonst (wenn 2<3 —% < 2n=3n-1 & 1=n
n > 1) stets weniger als eins. Also mussen w. A.
alle Folgenglieder = 2 sein.

Obere Schranke S, = 2
Wieder siehst du aus dem Bildungsgesetz: Es
wird von 3 stets etwas Positives abgezogen, 3 - % <3 & 3n-1<3n & -1<0
d. h. samtliche Folgenglieder mussen kleiner w. A.

als 3 sein, 3 ist somit eine obere Schranke.

Bemerkungen:

(1) Eine beschrankte Folge besitzt unendlich viele obere bzw. untere Schranken. Mit jeder oberen Schranke
ist auch jede grofSere Zahl ebenso eine obere Schranke. Mit jeder unteren Schranke ist auch jede
kleinere Zahl ebenso eine untere Schranke.

(2) Von allen unteren Schranken gibt es eine, die ,am INKmum = grilte s.|<
knappesten® an die Folge heranreicht. Diese ist [
die groBte untere Schranke. slu éu éu___st"an Hoa a8, 3
(3) Von allen oberen Schranken gibt es eine, die ,am »|Supremum = kleinste S.
knappesten“ die Folge nach oben abschliefit. Di- [ 1]
ese ist die kleinste obere Schranke. a, a & ... 4, SL; é L

Die groRte untere Schranke wird als Infimum, die kleinste obere Schranke als
Supremum bezeichnet. Infimum und Supremum kénnen selbst Glieder der Folge sein, sie missen
es aber nicht sein.

Beim obigen Beispiel sind 2 und 3 Infimum und Supremum. Das Infimum ist hier selber Folgenglied, das
Supremum wird von keinem Folgenglied erreicht.

60



——{( Aufgaben

291

292

293

294

295

297

3. Folgen und Reihen

Prufe, ob die angegebenen Werte obere Schran-
ken fur die jeweiligen Folgen sind!

. _(6n—-2)
a) 2; n T an+1

g = (1"-3n
o 2n+1

y a

Mlor B0

b)

N|w

’

Prufe, ob die angegebenen Werte untere Schran-
ken fur die jeweiligen Folgen sind!

3. . _8n+1

a L3 a=6,-3
___l_ _ n.5n+2

b) -1 =% & =D 150+ 1

Ermittle obere und untere Schranken fir die Fol-
gen und beweise deine Aussagen (n € N'):

_5n+1 -5_2
a)a,=3,_5 b) a,=5—-%

=2 —(qy.n*+1
) a, =7 d a,=(1)" =,

Stelle die Folge (a,) mit n € N grafisch dar,
finde dadurch mogliche untere und obere
Schranken. Beweise deine Vermutungen.

Die Folgen sind (streng) monoton wachsend. Er-
mittle jeweils eine obere Schranke! Kannst Du
auch die kleinste obere Schranke finden?

3n—-1 5n+ 1
a) a, =5, b) a, = 3,32
_-1+2n . 3n
) a, =17, d a, =137

Die Folgen sind (streng) monoton fallend. Er-
mittle jeweils eine untere Schranke! Kannst Du
auch die grofte untere Schranke finden?

-3n+1 7n+1
a) a, =5, b) a,= =371

1—-2n _ 1
) a =13, d a, = 1357

Ist die Folge (a,) nach oben oder/und nach un-
ten beschrankt? Wenn ja, gib die jeweils kleinste
obere bzw. groBte untere Schranke an!

a) (1,531,515 15 ..

3 8
b) <_4'_9'_16’_25""

15 24 >

H Findet je zwei Beispiele fur
a) nach oben beschrankte,

b) nach unten beschrankte,
c) unbeschrankte Folgen!

299

300

301

302

303

& Berechnet einige Folgenglieder, untersucht
die Monotonie und findet etwaige Schranken!

6n—1 1
a)a”: 2n b)a":2n+1
_ n _ n+2
€ a, =352 d a, =2,-1

#® Gebt Folgen an, fur die
a) 2 eine obere, 1 keine obere Schranke ist.

b) 10 obere Schranke, aber 5 kein Folgenglied
ist.

c¢) —3 Infimum und 3 Supremum ist.

d) 5 Supremum ist, unendlich viele Folgen-
glieder gleich 5 und unendlich viele Folgen-
glieder ungleich 5 sind.

® Begrindet, warum die Folgen nach unten
und oben beschrankt sind. Gebt jeweils ihre
grofte untere (Infimum) und ihre kleinste obere
Schranke (Supremum) an!

a)a,=(1y+1 b)a=(1-%

Begrinde die folgende Behauptung:

Das erste Folgenglied einer streng monoton
fallenden Folge ist die kleinste obere Schranke
dieser Folge.

Begriinde die folgende Behauptung:

Das erste Folgenglied einer streng monoton
wachsenden Folge ist die gréte untere Schranke
dieser Folge.

@ a) Beweise: Wenn a, und b, die Glieder zweier

305

nach oben beschrankter Folgen sind, dann
ist auch die Folge a, + b, nach oben be-
schrankt.

b) Gilt auch diese Behauptung? Wenn a, und b,
die Glieder zweier nach oben beschrankter

Folgen sind, dann ist auch die Folge a, — b,
nach oben beschrankt.

o2 Gegeben ist die Folge:

a0=%, a,,,=k-a,(1—a, far
Untersucht das Verhalten der Folge flr verschie-
dene Werte von k im Bereich 3 < k < 5. Lasst

den Computer Folgenglieder berechnen und gra-
fisch darstellen.

neN

Fur welche Bereiche von k ist die Folge be-
schrankt? Ab welchem Wert gibt es keine obere
Schranke? Vergleicht mit Aufgabe 288!
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3.4 Grenzwerte

Grundvorstellung: a

Ab dem n-ten Folgenglied bleibt die Folge im griinen ’ [ARTE SR S

Bereich a * e. el o __ ——
Fir jeden Bereich — wie schmal er auch sein mag .7y B ——— ._,w_"_ ———————
— gibt es ein entsprechendes n. ICTSPPC L n

Wenn fur jeden (beliebig kleinen, positiven) Abstand € ab einem (entsprechend groflen)
n der Betrag | a, — a| < & bleibt, so heiflt a der Grenzwert der Folge (a,).

Wir schreiben dann: ,I]m a,=a (Sprich: ,Der Limes von a, fur n gegen unendlich ist a.“)

Besitzt eine Folge einen Grenzwert, so heif3t sie konvergent, andernfalls divergent.

Das (beliebig kleine) Intervall ]Ja — €; a + €[ nennen wir e-Umgebung. Um nachzuweisen, dass eine Folge
(a,) den Grenzwert a besitzt, gehe in zwei Schritten vor:

1. Wahle dir allgemein einen Abstand € > 0.

2. Berechne jenes n, ab dem immer | a, — a | < ¢ gilt. Du findest eine Ungleichung, die flr beliebig kleines
€ ein entsprechendes n liefert. Damit ist der Nachweis gelungen.

306 ) Zeige, dass nlm (3 - %) =3 ist.

Ausfiihrung: 1. Sei e > 0 ein beliebiger Abstand zum Grenzwert 3.
2. Wir berechnen den Index n, ab dem alle Folgenglieder einen kleineren Abstand als € zu 3 haben:
la,-3|<e & |3-2-3|<e & L1<e & T<ndh Vn>1git|a,-3|<e

Eine Folge mit Grenzwert O heifdt Nullfolge.

1 1

Beispiele fir Nullfolgen (a,) sind a, =+, a,= % a,= = 7 + 1 - Siehe auch Aufgabe 312.

Zur einfacheren Berechnung von Grenzwerten lassen sich d|e folgenden Satze heranziehen:

Sind die Folgen (a,) und (b,) konvergent mit nlm (a,y) =a und Iirrol (b,) = b, sogilt:
(1) lim (@, = b) =a = b (2) lim (@, b)y=a-b (3) ||m<b>:g (b, b # 0)

n—co b

2 _
307) Ermittle lim 2nn2 +n1 und argumentiere dabei mit den Grenzwertsatzen.

n*—n 1

.. : e g . 2. " -n _ 7 _1—;

Ausfiihrung: Wir dividieren zuerst Zahler und Nenner durch n*: rei Qn 1 271 T
Durch diesem Trick kdnnen wir verwenden, dass I|m % lim = = 0. Die Grenzwertsatze sagen

n—oeo

nun: Weil hier nur Summen, Differenzen und Quotlenten konvergenter Folgen auftreten, durfen wir

den Limes einzeln flir Zahler und Nenner bzw. flr deren einzelne Summanden bilden.

1 ; _1 — im L
n? _“ml—izn'm(l ) _i-dmi 4o 4
27 1 ree 245 gim (2+44) 24 lm i 240 2
N—oco n n—e N

I|m
n—
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3. Folgen und Reihen

——{ Aufgaben )

——( Grenzwerte explizit gegebener Folgen D;

Uberpr[]fe die Behauptung mithilfe der Defini-
tion des Grenzwertes.

12n  _ 2 _
a) lim 75z =3 b “m3n+5_1
3n. _ 3 2+3n _ 3
¢) mzr—5=3 d |m3=735=35

Ab welchem Folgenindex n liegen alle spateren
Folgenglieder in der e-Umgebung des Grenz-
werts a fir e = 0,05?

2
a) |Imm (0] b) |Im =0
3n+1 _ 3 5n+3_§
© mons1=2 9 Jmon— =7

Ermittle den Limes und beweise dein Resultat
mithilfe der Grenzwertdefinition. Ab welchem
Index ist der Abstand der Folgenglieder vom

. 1
Grenzwert kleiner als m’?

~ 13

a) lim 520 b) lim &=
: n? n®+n
c) rllmn2+1 d) nlmn+o

@ Besitzt die alternierende Folge a, = ﬁ%)— einen
Grenzwert? Stelle eine Behauptung auf und
zeige bzw. widerlege sie mithilfe der Definition
des Grenzwertes. Uberlege, was der Betrag von

(-1)" ist.
@ Zeige, dass die Folgen (a,) Nullfolgen sind!
1 1 1
a) a, = b) a, =2 c)anzT0
-1 1. _3n
da, =37 ©ea=3"37,3

@ Berechne mithilfe der Grenzwertsatze die Grenz-
werte der Folgen:

a) a, = —1321%’17 b) a, = ”2n§ n

0 a=3¥5 D a gl
(314) wie 313:

a) a":gzzéll b)a niZn2J2r4

e

@Welohe der Folgen besitzen einen Grenzwert?
Gib gegebenenfalls diesen Grenzwert an!

_n+5 _ _n+4n
a) a, =12 b) a,= ;g o) g, =200
€D wie 315
1,1" n n®
a) a,=—— b)an=F c) a, =75

@Gib eine Folge (a,) an, die die folgende Bedin-
gung erfullt.
a) (a,) besitzt den Grenzwert 1.
b) (a,) ist eine Nullfolge.
c) (a,) ist konvergent.
d) (a,) ist divergent.
e) lima,=7

@Zeige:

lim (a
n—oo

lima,=a bedeutet dasselbe wie

— a) = 0, indem du beide Aussagen in

n

die Definition des Grenzwertes einsetzt.

@ @ Was stimmt an dieser Aussage nicht ganz?
Der Grenzwert einer Folge ist eine Zahl, der sich
die Folgenglieder mit wachsendem n beliebig an-
néhern, sie aber nie erreichen.

Gebt Beispiele konvergenter Folgen an, fur die
diese Aussage nicht stimmt!

( Grenzwerte rekursiv gegebener Folgen D;

@(1) Zeige, dass die Folge (a,) streng monoton
fallend und nach unten beschrankt ist. (Aus
diesen Eigenschaften folgt, dass ein Grenz-
wert existiert, wenn auch sein Wert dadurch
noch nicht bekannt ist.)

(2) Sobald die Konvergenz und eine passende
untere Schranke gesichert sind, kannst du
aufgrund der Grenzwertsatze so vorgehen:
Setze rlml a, = nlgr; a,,, = a inder rekur-
siven Definitionsgleichung ein und l16se nach
a. (Ergibt sich dabei mehr als eine Losung,
dann kann aufgrund der unteren Schranke
nur eine richtig sein.)

1’ an+1:

a) a, =

3+
—_ e an
b) a, =2, a+1= 355 L +3
1
c) 81:3, an+1:an 5

@ Entscheide, ob die Folgen (a,) einen Grenzwert
besitzen. Wenn ja, stelle eine Vermutung auf
und Uberprife sie wie in der vorangegangenen

Aufgabe.

2 a2 a.,-a5-%

b) a,=0, a,,,=a,— 2

c) a, =4, an+1=%-an+2
da =4, a,.,=a-3"a,
e)a =0, a,. ,= ;i:n
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3.5 Vollstandigkeit der reellen Zahlen E

Der Grenzwertbegriff bildet die Schwelle von der elementaren zur hdheren Mathematik. Er ist ein zentraler
Begriff im Zusammenhang mit Anderungen von Funktionswerten (Differentialrechnung) und bei der Berech-
nung von Flachen oder Volumina (Integralrechnung). Vor allem ermdglicht er aber ein besseres Verstandnis
der reellen Zahlen.

Kehren wir dazu zum Ausgangsbeispiel dieses Kapitels, zur iterativen Berechnung von V3, zuriick:

322 ) Bestimme V3 naherungsweise mittels Intervallschachtelung.

Ausfiihrung: Bei der Intervallschachtelung geben wir immer genauere Schranken fur eine ge-
suchte Zahl an. Wir Gberlegen: V3 ist die positive Nullstelle der Funktion f(x) = x* — 3. Wir gehen
ahnlich vor wie beim Bisektionsverfahren (Abschnitt 2.7): Unsere Suche beginnt zwischen zwei
ganzen Zahlen und in dezimalen Schritten verfeinern wir immer mehr:

Wegen f(1) <0 und f(2)> o gilt: 1<a<?2 - ae]l;2[
fL,7)<0 i f(1,8) > : 1,7<a<18 = ae]l,7:18]
£(1,73) <0 f(1, 74) 1,73<a<1,74 = aec]1,73:1,74[
£(1,732) <0 £(1,733) > o 1,732 <a<1,733 = ae]1,732:1,733[

Wir erhalten so zwei rationale Zahlenfolgen, die sich beliebig genau V3 annahern:

1: 17, 173, 1732, >

die monoton wachsende Folge unterer Schranken (u,) = < ;107 1007 10007 -

2 18. 174. 1733. >

die monoton fallende Folge oberer Schranken {o,) = < ;100 100 10007 -

Die Intervallbreiten (d,) = <1; 1—10; Wlo; Wloo; > bilden eine Nullfolge. Genligend viele Schritte
machen das Intervall beliebig klein und kénnen V3 dadurch beliebig genau festlegen.

Reelle Zahlen lassen sich als Ergebnis von Intervallschachtelungen definieren.

Wie beim Heron-Verfahren sind die einzelnen Folgenglieder — egal, wie viele wir berechnen — stets rationale
Zahlen. Der Grenzwert V3, dem sich die Folgenglieder annahern, kann aber — wie wir bereits in der funften
Klasse gezeigt haben — keine rationale Zahl sein.

Dass zwischen den naturlichen Zahlen Lucken sind, sieht man ,mit freiem Auge®. Offensichtlich sind auch
die rationalen Zahlen Iickenhaft, obwohl sie die Zahlengerade dicht ausfullen: In jedes noch so kleine In-
tervall zwischen zwei Zahlen x, y € Q lassen sich beliebig viele weitere rationale Zahlen hineinquetschen.
Wo hat dann V3 in den — eigentlich gar nicht vorhandenen — Zwischenrdumen Platz?

Vielleicht verstehst du nun, warum griechische Mathematiker aus der Schule des Pythagoras schwer ver-
stort waren, als sie irrationale Zahlen entdeckten! Der Name sagt alles: ,irrational” hei3t wortlich ,in
keinem Verhaltnis stehend”. Doch weil solche Zahlen mit Logik und Vernunft nicht fassbar waren, ging
sirrational” in der Bedeutung ,unvernunftig in den allgemeinen Sprachgebrauch Uber. Erst Mathematikern
im 19. Jahrhundert (Georg Cantor, Richard Dedekind) gelang es, den Begriff der reellen Zahlen als lucken-
loses Modell fur ,wirklich alle“ Punkte der Zahlengeraden logisch streng zu erfassen.

Eine Zahlenmenge, die fur jede beliebige konvergente Folge neben allen Folgengliedern
auch den Grenzwert enthalt, nennt man vollstandig.

Die reellen Zahlen sind vollstandig.
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3. Folgen und Reihen

Vollstandigkeit besagt also: Die reellen Zahlen sind Iiickenlos im Hinblick auf Grenzwertberechnungen.
Grenzwerte reeller Zahlenfolgen liefern keinen neuen Typ von Zahlen, sondern immer nur reelle Zahlen.

Potenzen mit reellen Exponenten

Wir kennen bereits Potenzen mit rationalen Exponenten, z. B. 23, 2°, 274, 2%, 2'%, ... Was kann aber 23
bedeuten? Hier tritt im Exponenten eine irrationale Zahl auf. Lassen sich auch solche Potenzen sinnvoll
berechnen? Ja! Aber wir mussen dazu auf die Intervallschachtung zurtickgreifen.

Potenzen positiver Zahlen mit reellen Exponenten sind durch Intervallschachtelung definiert.

323 ) Berechne: o3

Ausfiihrung: Wir verwenden die Intervallschachtelung fir V3 aus Beispiel 322.

Schachtelung fiir V3 Schachtelung %

1<a<?2 2,00000 ... =2' < 2" < 22 = 4,00000...
1,7<a<1,8 3,24900 ... =27 < 2%3 <218 = 3,48220...
1,73<a<1,74 3,31727 ... =273 < 2¥3 < 217 — 334035...
1,732 < a < 1,733 3,32188 ... = 2872 < 2V3 < 2173 — 332418, ..

Wir sehen, wie diese Intervallschachtelung den Wert von 2% immer genauer festlegt.

Fur die Potenzen mit reellen Exponenten gelten die gleichen Rechenregeln wie fur rationale Exponenten.
Den Beweis daflr wollen wir hier aber nicht fuhren.

Rechenregeln flr Potenzen mit reellen Exponenten (x,y € R; a, b > 0)

Z-a  a-b=(a-b == (3)

-3 =a" (aX)y:ax~y

——{ Aufgaben

324 ) Fiihre eine Intervallschachtelung fiir
a) V2, b) V7
aus (5 Schritte)!

Gehe von der Funktion f(x) = x> — 2 bzw. von
f(x) = x> — 7 aus; schranke die Nullstellen ein,
indem du das Ausgangsintervall schrittweise

@ Gib eine Intervallschachtelung fur (%)E an!

Hinweis: Beachte, dass hier die Schranken, die
sich bei der Intervallschachtelung des Expo-
nenten ergeben, bei der Intervallschachtelung
der Potenz vertauscht werden mussen.

verkleinerst.

325 ) Berechne mit dem Taschenrechner die fol-
genden Potenzen:

a) 2% 22, o2
) ()5 3)% 2

326 ) Gib eine Intervallschachtelung an fir:

a) 22 b) 32 c) 3

@ & Welchen Wert hat (—2)%? Warum konnt ihr fir

(—2)% keine5n reellen Wert angeben? Wie sieht
es mit (—2)3 aus?
Diskutiert und gebt Beispiele an: Unter welchen
Bedingungen kénnt ihr von negativen Zahlen Po-
tenzen mit rationalen Exponenten berechnen?
Was liefern die Taste und die Taste am
Taschenrechner flr negative Werte von y?

Lasst sich (—2)ﬁsinnvoll definieren?
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3.6 Arithmetische und geometrische Folgen

Zwei Arten von Folgen haben in der Praxis eine besondere Bedeutung: Ist der absolute Zuwachs von einem
Folgenglied zum nachsten stets gleich, so liegt eine arithmetische Folge vor. Wachst ein Folgenglied im
Verhaltnis zum vorhergehenden relativ stets um den gleichen Faktor, so liegt eine geometrische Folge
VOr.

Eine Folge (a,) mit n € N (oder N*) heiBt arithmetische Folge, wenn die absolute Anderung
k zwischen a, und a, , , konstant ist.

Grundvorstellung: Tk Ty + K + K

Ein Wert k > O bedeutet Zuwachs, ein Wert k < O Abnahme. Bei k = O liegt der Sonderfall einer konstan-
ten Folge vor.

Die Definition der arithmetischen Folge ergibt unmittelbar die rekursive Darstellung:

a,.,=a,+k (ka,eR) a

sl " L
Schrittweises Einsetzen liefert die explizite Darstellung;: K -
a, gegeben T T
a, =a,+k _ -k
a,=a, tk=(a,+k +k=a,+ 2k ° _k
a;=a, tk=(a,+2k +k=a, +3k LK 4 a,
_Z i e a, 4

a il
a,=a, ,tk=a,+tn-k A0
n

0 1 2 3 4 5 6

Bemerkungen:

(1) Die Differenz aufeinander folgender Glieder einer arithmetischen Folge ist stets konstant:
an+1 - an = k

(2) Fasst man die Folge als lineare Funktion mit D, = N auf, also f(n) = a, + k - n, dann ist k die Steigung
der Funktion.

rekursiv: a,und k € R gegeben; a,., =a,+tk fir neN
explizit: a,=a,tn-k fur neN

Wenn die Folge mit a, beginnt, so verandert sich die Gleichung der rekursiven Darstellung nicht. Die expli-
zite Darstellung lautet: a, =a, + (n — 1) - k

329 ) Gegeben ist eine arithmetische Folge mit dem Startwert a, = % und dem absoluten Zuwachs
k = % Berechne a; und gib die explizite Termdarstellung fiir das allgemeine Folgenglied a, an.

Ausfiihrung: a5:a0+5-k:%+5.%:8
-1 .3
a,=5"+tn-35
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332
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334

335
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3. Folgen und Reihen

Ermittle a, und k der arithmetischen Folge, die durch die beiden Glieder a, = 5 und a,, = 23 fest-
gelegt wird.

Ausfiihrung: Du kannst in die explizite Darstellung a, = a, + n - k die Werten = 4unda, = 5
einsetzen: 5 = a, + 4 k. Firn = 10 und a,, = 23 ergibt sich 23 = a, + 10 k. Das sind zwei line-
are Gleichungen fur die beiden Unbekannten a, und k.

K a,+ 4k= 5
I a, t10k=23 = a,=-7, k=3

Du kannst aber auch so Uberlegen:

Die Differenz aufeinander folgender Glieder ist k. Von a, bis a,, sind es 4 — 10 = 6 Schritte, daher
ista,, —a, = 6k,also 23 — 5 =18 = 6k, und daraus k = 3.

Von a, nach a, sind es vier Schritte zuriick, daher: a, =a, — 4k & a,=5-4-3 =-7

Aufgaben
Berechne die ersten sechs Glieder der arithme- 337 ) In einem rechtwinkligen Dreieck sind die Lan-
tischen Folge (a,) und stelle sie in einem gen der Seiten die Anfangsglieder einer arith-
(n —a,)-Diagramm dar! metischen Folge.
a)a,=2-n +% Berechne den Umfang des Dreiecks,
b) a =-025-n—1 a) wenn die kurzere Kathete 21 cm lang ist,
’ , 3 b) wenn die langere Kathete 32 cm lang ist,

c) a,=0; a,.,=a,tg
c) wenn die Hypotenuse 45 cm ist.

d) aO :_5; anJrl :an +2

Berechne die ersten drei Glieder der arithme- 338 Kdnnen die angegebenen Glieder Teil einer
tischen Folge (a,), das zehnte a,, und das zwan- arithmetischen Folge sein?

zigste Folgenglied a,. a) a, =0, a,,=10, a,, =28
a)a,=4-n+3 b)a,=-5-n+5 b)a,=1, a;,=2, a,=3
¢)a,=%-n+3 d a,=-025-n-125 c)a,=-% a;=1, a,=3

[S]ES

7 5

. . . . da =% a=g 8=
Ermittle a, und k der arithmetischen Folge, die
durch die beiden Glieder festgelegt wird und gib
a, explizit und rekursiv an:
a)a,=7,a,=3 b) a,=5, a,=1,5 a) nach unten beschrankt,
c) a,=0, a, =-1,5 d) a, = 15, a, = 35 b) nach oben beschrankt,

_ _ _ _ c¢) monoton wachsend,

a) Wle lautet das 8 Folgenglied einer arithme- d) monoton fallend,

tischen Folge mita, = 72 und k = —0,757

e) konstant,

b) Zeige, dass die Folge (a, = 5n + 3) (n € N) )
eine arithmetische, die Folge (b, = n* — 1) f) divergent,

339 ) Wann ist eine arithmetische Folge

(n € N) hingegen keine arithmetische ist. g) konvergent?
Berechne die Glieder a, und a,,, der arithme- 220 Beweise: Wenn (a,) und (b,) zwei arithmetische
tischen Folge: Folgen sind, dann ist die Folge der Summen

a) a, =22, k=-2 (s,) = (a, + b,) ebenfalls eine arithmetische
b) a, = 17, k = -3 Folge.

€D zeige: Ab dem zweiten Glied ist jedes Glied

Ein Buch mit 500 Seiten ist ohne Einband ) ) ) . :
einer arithmetischen Folge das arithmetische

45 mm dick. . . .

Berechne, wie dick ein Buch ohne Einband ist, Mittel seiner Nachbarglieder.

wenn es 180 Seiten bzw. 460 Seiten hat und Hinweis: Von dieser Eigenschaft leitet sich der
auf gleichem Papier gedruckt wird! Name ,arithmetische Folge“ her.
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Eine Folge (b,) mit n € N (oder N") heifit geometrische Folge, wenn der Quotient q zwi-
schen b, und b, , , konstant ist.

Grundvorstellung: - q

by *q °q

b; — ...

b, b,

Ein Wert g > 1 bedeutet Zuwachs, ein Wert O < g < 1 Abnahme. Auch negative Werte von g sind moglich;
dann wechselt das Vorzeichen der Folgenglieder alternierend. Bei g = 1 liegt der Sonderfall einer konstan-
ten Folge vor, ebenso bei g = 0 ab dem zweiten Folgenglied.

Die Definition der geometrischen Folge ergibt unmittelbar 51 b, /
die rekursive Darstellung: b,,, =b,*q (q, b, € R) e
Ve
4+
Schrittweises Einsetzen liefert die explizite Darstellung: e
b, gegeben s -
b, = by q _— b
— _ _ 2 24— — b 5
b2—b1°q—(bo°q)-q—b0-q . b, 0, 4
b3=b2-q=(bo-q2)-q=b0-q3 b, h
1
bn:bnfloq:bo'qn n
0 1 2 3 4 5 6
Bemerkungen:
(1) Der Quotient aufeinander folgender Glieder einer geometrischen Folge ist stets konstant: b"b” =q
bn+ 1 b

(2) Auch die relative Anderung aufeinander folgender Glieder ist konstant: s t=q—-1

(3) Eine geometrische Folge kann man als Exponentialfunktion mit Definitionsmenge D = N auffassen:
f(n) = b, - q" (siehe Seite 146, Abschnitt 5.7).

rekursiv: b, und g € R gegeben; b
explizit: b, = by - q" fir neN

+1=b,-q fur neN

n

Wenn die Folge mit b, beginnt, so verandert sich die Gleichung der rekursiven Darstellung nicht. Die expli-
zite Darstellung lautet: b, = b, - q"~*

342 ) Gegeben ist eine geometrische Folge mit dem Startwert b, = 2 und dem Quotienten q = %
Berechne b, und gib die explizite Termdarstellung fur das allgemeine Folgenglied b, an.

343 ) Ermittle b, und g der geometrischen Folge, die durch die beiden Glieder b, = 108 und b, = 256
festgelegt wird.

Ausfiihrung: Du kannst, ahnlich wie in Beispiel 330, die Werte in die Formel b, = b, - q" einsetzen
und erhaltst die Gleichungen 108 = b, - g und 256 = b, * g*. Lésungsvorschlag: multipliziere die

erste Gleichung mit g. Dadurch werden beide rechten Seiten gleich (Gleichsetzungsmethode), und
die linken Seiten ergeben 108¢° = 256 < ¢° =22  gq=13

Durch Einsetzen in die erste Gleichung erhaltst du schlieBlich: b, = 108 : % =81
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345

346

347

348

349

350

trischen Folge (b,), sowie b, und b,

3. Folgen und Reihen

Du kannst aber auch mithilfe der rekursiven Darstellung argumentieren: von b, zu b, wird dreimal
mit g multipliziert. Daraus folgt direkt: 108q¢° = 256 < q = %. Von b, rickwarts nach b, wird

einmal durch g dividiert, also: b, = b, : ¢ = 108 : % =81

Beweise: Die Folge (g") geht firr || < 1 gegen 0.

Ausflihrung:
a) Sei 0 < g < 1. Dannist |q| = g, und g lésst sich in der Form q = 7 -1+ — anschreiben (flr

h > 0). Wir brauchen nun die Bernoullische Ungleichung (1 + a)" = 1 + na (siehe Aufgabe 431).

Sie liefert fur |q"| = q" = a ih)n S7 +1n 5 - Fur genligend grofies n wird der rechte Bruch kleiner
als jedes beliebig vorgegebene €. Das ist genau die Bedingung in der Definition des Grenzwertes.

g"=0|<e & limg"=0.

b) Sei -1 < g < 0. Dann alterniert das Vorzeichen der Folgenglieder, aber fur deren Betrag gilt
|q"| = |q|". Die Folge (|q|") hat nach Punkt a) den Grenzwert O, also gilt auch hier lim q" = 0.

Aufgaben
Berechne die ersten sechs Glieder der geome- 351 ) Beweise: Die relative Anderung b"*z_ b, auf-
trischen Folge (b,) und stelle sie in einem einander folgender Glieder einer geometrischen
(n — b,)-Diagramm dar! Folge ist konstant.
a) b,=0,5-2" b) b,=4-(5)

352 ) Beweise: Wenn (b,) und (c,) zwei geometrische
Berechne die ersten drei Glieder der geome- Folgen sind, dann ist

a) die Folge der Produkte (p,) = (b, - c,)

b
b) die Folge der Quotienten (r,) = <C—>
ebenfalls eine geometrische Folge.

a) b,=3, g=2 b) b,=-0,7, q=-0,25
c) by=1, g=1,2 d) b,=-42, q=+8

Ermittle b, und g der geometrischen Folge, die @ -
durch die beiden Glieder festgelegt wird und gib Beweise:

b, explizit und rekursiv an: Die absoluten Anderungen d, = b, , , — b, auf-

a) b,=2, b, =8 einander folgender Glieder einer geometrischen

b) b,=1, b, = 1_16 Folge bilden selber eine geometrische Folge.

c) b,=64, b, =256

d) b, =0,25, b, =0,0625 @ Gib eine Begrindung flr folgenden Satz an!
Satz: Eine geometrische Folge (b,), (n € N) mit

Sind die angegebenen Glieder Teile einer geo- b, = b, + q"und b, > 0 ist

metrischen Folge?

a) b,=%, b,=1, b,=4

b) b, =108, b, =192, b, =256
c) b, =-192, b, =144, b, =81
d) b,=1, b;=-1, by =1

(1) streng monoton wachsend, wenn q > 1,
(2) streng monoton fallend, wenn 0 < g < 1,
(3) konstant, wenn g = 1,

(4) alternierend, wenn g < 0.

Die Langen der Seiten eines rechtwinkligen (333 Zeige: Ab dem zweiten Glied ist jedes Glied b,

Dreiecks sind die Anfangsglieder einer geome- einer geometrischen Folge das geometrische
trischen Folge. Berechne die Langen der Seiten, Mittel seiner Nachbarglieder:
wenn die Hypotenuse 112 mm lang ist! Y P

P g bn_\/bnfl.anrl
Gibt es eine Folge, die sowohl eine arithme- Hinweis: Von dieser Eigenschaft leitet sich der
tische als auch eine geometrische Folge ist? Name ,geometrische Folge“ her.
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3.7 Arithmetische und geometrische Reihen

1.
47

’

Summiere die Glieder der Folge (a,) = <1; %; %' .

s,=a, =1

s2=a1+a2=1+%=%
s3=a1+a2+a3=1+%+%:%

Bl
o

. > schrittweise:

eI

e

Die Abbildung zeigt, wie du alle a, als Flachen in ein Rechteck schlichten konntest. Wird das Rechteck je
voll? Kénnen unendlich viele Terme tatsachlich eine sinnvolle Summe haben?

Ist (a,) eine arithmetische Folge, so bezeichnet
man den Ausdruck a, + a, + a; + ... als die
zu dieser Folge gehorige arithmetische Reihe.

Wert endlicher Reihen
Der Wert einer endlichen arithmetischen Reihe

ist: a, +a,+..+a,=5"(a +a,

Ist (b,) eine geometrische Folge, so bezeichnet
man den Ausdruck b, + b, + b, + ... als die
zu dieser Folge gehorige geometrische Reihe.

Der Wert einer endlichen geometrischen Reihe
ist: b, + b, + ... +bn=bl-%§ (@ # 1)

Bemerkung: Wir zahlen n ab 1 statt ab 0, weil sich so einfachere Summenformeln ergeben.

356 ) Beweise die Summenformel fir die endliche arithmetische Reihe!

Ausfiihrung: Wir zeigen dies mit der Methode von GauR, indem wir die Reihe zweimal auf ver-
schiedene Art anschreiben und dann einfach addieren.

s, = a, + (@, +k +(@ +2k + ..+ (@ +(n-—1)-k)
s, = a, +(@,—k +(@,— 2k +..+(@,—(n—1)-k)
2-s,=(@ +a,) +@ +a)+(@ +a,) +..+ (a, +a,)
2-s, = (@, +a,)+n

357 ) Beweise die Summenformel fur die endliche geometrische Reihe!

Ausfiihrung: Wir zeigen dies in ahnlicher Weise wie im vorhergehenden Beispiel. Wir multiplizie-
ren die Summe mit —q und schreiben sie geschickt verschoben nochmals an (g # 1).

S =b,+ b,rq + b ¢ +..+ b g
s,t(q) = (-by+q) + (b, q°) + ... +(-by+q" ) + (b, q")
s,+s,"(-q)= b, + O + O +..+ 0 + (b, - q")
S, (1—q)= b, (1—q"
s, = b, - 11%;
Die Summe einer unendlichen geometrischen Reihe (mit |q| < 1) ist: s=b, ﬁ

Fur |q| < 1 gilt lim q" = 0 (siehe Aufg. 344). Aus den Grenzwertsatzen (S. 62) ergibt sich:

1-Jma J1-=0_, . 1
1-gq 1 1-gq

=
lg] <1

. . 1
Sn=r|7msn_,|7mb1.l bl

_qn_ .
—q_bl 1-q
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3. Folgen und Reihen

Aufgaben
Arithmetische Reihen

Berechne s 1+2+3+...+99 + 100
durch Zusammenfassen des ersten und letzten,
des zweiten und zweitletzten Gliedes usw.

Berechne die Werte der endlichen Reihen:
a) 1+3+5+...+97 +99

b) 2+4+6+ ... +98 + 100
c) 3+7+11+...+79+ 83
d) 2-7-12— ... — 152
e)3+2+3+ .. +8

Berechne die Werte der endlichen Reihen:
a) 1+3+5+...+WUW—2)+u

b)) 2+4+6+..+((Vv—2)+v

c) 3+7+11+...+(r—4)+r

d 2-7-12—-...—(s—5)—s

Zwischen die Zahlen 18 und 114 sollen 7
Zahlen eingeschaltet werden, sodass eine
arithmetische Folge entsteht. Wie lauten die
Zahlen und wie lautet die Gesamtsumme
aller Zahlen?

Ebenso: 17 Zahlen zwischen —4 und 5.
Ebenso: 8 Zahlen zwischen 39 und 75.
Ebenso: 7 Zahlen zwischen 4 und 10.

a)

b)
c)
d)

Von einer arithmetischen Folge sind gegeben:
a) a; =9 unda,, = 139

b) a,, =80 unda, =10

c) a,, =4unda, = 88

d) ag=-18undag, =0

Berechne sg,, S,o, UNd S,,.

Eine Uhr schlagt die ganzen Stunden. Wie viele
Schlage macht sie im Zeitraum von 0:01 Uhr
bis 12:01 Uhr?

Fir die Ausfuhrung einer Brunnenbohrung wer-
den flr den ersten Bohrmeter 1500 € berech-
net. Flir jeden weiteren Meter steigt der Preis

jeweils um 200 €. Wieviel kostet die Bohrung

fir einen 25 m tiefen Brunnen?

Ein Korper fallt in der ersten Sekunde 5 m und

in jeder folgenden Sekunde um 10 m mehr als

in der vorhergehenden.

a) Gib die Folge der Wegstlicke a, an, die in je-
der Sekunde zurlickgelegt werden.

b) Gib den Gesamtweg s, an, der in den ersten
n Sekunden zurlickgelegt wird.

366

367

369

370

n

Geometrische Reihen

Berechne die Werte der endlichen Reihen:
a) 1+2+4+ ..+ 256

1 1 1
b) 1+§+Z+...+ﬁ

c) 1+5°+5+..+5°

1 1)2 1\8
d) 1+g+g§) ++1(§)
e) 3+1+§+...+m
Berechne die Werte der endlichen Reihen:
a) L+x+x+ ... +x¥
b) 1+y+y+ ... +y*°
c) 3+3u+3u+...+3u"
data-v+ta-v+..+a-v?®

Von einer geometrischen Folge kennt man
a) b, = 4 und b, = 6. Berechne s; und s,,.

b) by =9 und by = %. Berechne s, und s, .

c) b=1und b, = i—g. Berechne s, und s;.

d) by = 640 und by = 512. Berechne s,,
und s, -

Berechne die Werte der unendlichen geome-
trischen Reihen:
1,11
a) 1+§7+Z+§:_
b) 2+\/2+1+5+"'
c) 22344+ 2%.3% 4+ .
d) 0,64 — 0,08 + 0,01 — ...

Eine Wellenlinie entsteht durch Aneinander-
hangen von Halbkreisbogen.

. N\
2

a) Gib eine rekursive und eine explizite Dar-
stellung der Lange der Bégen an.

b) Ermittle die Summe der Lange der ersten
fanf, zehn und n Bogen.

c) Ermittle die Gesamtlange der Wellenlinie.

Ein Ball wird (vom Boden) 3 m in die Hohe kata-

pultiert. Nach jedem Aufprall springt er nur mehr

auf 75 % seiner vorherigen Hohe.

a) Gib eine rekursive und eine explizite Dar-
stellung der Sprunghdhen an.

b) Welchen Weg legt der Ball bei den ersten
funf, zehn und n Springen zurlck?

c) Wie lang ist der Gesamtweg?
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3.8 Anwendungen in der Finanzmathematik

Der Wert des Geldes - Auf- und Abzinsung

Ein Geldbetrag, den ich sofort erhalte, nitzt mir mehr, als wenn ich ihn erst in einem Jahr bekomme. Zum
einen deswegen, weil Geld durch Inflation an Wert verliert: In einem Jahr kann ich mit 1000 € weniger
kaufen als jetzt, weil im Allgemeinen die Preise steigen. Zum anderen kann ich den Betrag sofort nutzen,
etwa einen Laptop kaufen und damit arbeiten.

Lege ich Geld auf ein Sparbuch, so verzichte ich auf den augenblicklichen Nutzen. Zum Ausgleich dafur
zahlt mir die Bank Zinsen."

372

313

Ein Betrag von 5000 € wird auf einem Sparbuch angelegt. Das Sparbuch wird mit 4 % verzinst. Wie
wird sich das Guthaben in den nachsten Jahren andern?

Ausfiihrung: Wert heute: 5000
Wert in 1 Jahr: 5000-1,04 =5200
Wert in 2 Jahren: 5000 - 1,04% = 5408

Wir erhalten eine geometrische Folge. Der konstante Faktor g = 1,04 wird Aufzinsfaktor genannt.

Bei einem Jahreszinssatz p gilt: Aufzinsfaktorqg = 1 + %
Den unterschiedlichen Wert des Geldes kdnnen wir in einer Zeitleiste veranschaulichen:
0 nach 1 Jahr nach 2 Jahren
1 1 1 -
] 1 1 -
5000 5000 q 5000 ¢?

Auf einem Sparbuch scheint ein Betrag von 4 410 € auf. Welchen Wert hatte dieser Geldbetrag vor
1 Jahr, vor 2 Jahren ..., wenn der Jahreszinssatz 5% betragt?

Ausfiihrung: Wert heute: 4410
Wert vor 1 Jahr: “1‘}—0150 = 4200
Wert vor.2 Jahren: ‘1‘%152 =. 4000
vor 2 Jahren vor 1 Jahr 0

Zeitleiste: —= } } i

44102 4410 g+ 4410

Auch hier entsteht eine geometrische Folge. Der Multiplikationsfaktor g * = ﬁ ist nun aber
kleiner als eins und heift (jahrlicher) Abzinsfaktor. Er ist gleich dem Kehrwert des entsprechenden

; _ p
Aufzinsfaktors g = 1 + 100"

Der Endwert ist der Wert, den Zahlungen am Ende eines Zeitraumes haben. Er wird durch

Aufzinsung ermittelt.
Der Barwert ist der rechnerische Wert zukunftiger Zahlungen zum gegenwartigen Zeitpunkt. Er wird
durch Abzinsung ermittelt.

Du kannst sowohl End- als auch Barwert verwenden, um Zahlungen zu unterschiedlichen Zeitpunkten
rechnerisch zu vergleichen. Bei Spareinlagen ist der Endwert interessant; bei Ratenzahlungen und
Kreditgeschaften wird eher der Barwert verwendet.

Wir rechnen in diesem Abschnitt generell mit effektiven Zinssatzen. In der Praxis muss man z. B. berlcksichtigen, dass 25 % der
Zinsen als Kapitalertragssteuer an das Finanzamt gehen.
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3. Folgen und Reihen

Ein Haus wird verkauft. Der Verkdufer bekommt fol-
gende Angebote:
Angebot A: 100 000 € in bar und 168 000 € nach
5 Jahren.
Angebot B: 150 000 € in bar und 110 000 € nach
3 Jahren.
Wie viel sind die angebotenen Geldbetrage bei einem

Jahreszinssatz von 2,5 % zum gegenwartigen Zeitpunkt
wert?

Ausfiihrung: Wir vergleichen die Barwerte und mussen dafur zukunftige Zahlungen abzinsen.

Barwert von A = 100000 + % = 248 487,52

110990 — 252145,94

Barwert von B = 150000 + 1025

Ergebnis: Der Barwert des Angebots B ist hoher.

&

——( Aufgaben )

@Vanessa mochte fur ein Auslandsstudium in
flnf Jahren 5000 € ansparen. Die Eltern eroff-
nen flr sie ein 4 %-iges Sparbuch mit 1500 €
Anfangseinlage. Ein Jahr spater zahlt sie 800 €,
nach zwei Jahren 900 € und nach drei Jahren
1200 € ein. Im 4. Jahr kann sie nichts einzah-
len.

a) Wieviel Geld fehlt ihnr am Ende des 5. Jahres
auf ihr Sparziel?

b) Wie viel hatte sie in 4. Jahr noch einzahlen
mussen, um ihr Sparziel zu erreichen?

c) Wie hoch hatte die Anfangseinlage sein
mussen, damit sie zusammen mit ihren drei
Jahreszahlungen ihr Sparziel erreicht?

Herr Huber moéchte ein Grundstlck verkaufen
und kann zwischen zwei Angeboten wahlen.
Angebot A: 50 000 € werden sofort bezahlt und

30000 € nach 3 Jahren.
Angebot B: 75000 € werden sofort bezahlt.
Beurteile die beiden Angebote

a) bei einem Jahreszinssatz von 4 %.
b) bei einem Jahreszinssatz von 7 %.

@ Herr Karner hat vor 3 Jahren einen Kredit von
25000 € aufgenommen (Jahreszinssatz 6 %).
Nach einem Jahr hat er 10000 € zuruckge-
zahlt.

a) Wie viel ist Herr Karner noch schuldig?

b) Wie viel ist Herr Karner noch schuldig, wenn
der Jahreszinsatz 2 Jahre nach Kreditauf-
nahme auf 4,5 % gesenkt wurde?

Fur den Kauf eines Hauses gibt es zwei Interes-
senten:
A bietet 100 000 € sofort, 80 000 € nach 2 Jah-
ren und 80 000 € nach weiteren 3 Jahren.
B bietet 190 000 € sofort und 80 000 € nach 6
Jahren.
Berechne beide Barwerte
a) beip =2,5%,
b) beip =4%.
Wie grof ist jeweils die Differenz der Barwerte?

€D Fir cinen Autokauf werden 20 000 € Kredit auf-
genommen. Der Zinssatz betragt
a) 8,5% jahrlich,
b) 12 % jahrlich.
Es wird vereinbart, dass 5000 € nach einem
Jahr, 10 000 € nach 2 Jahren und nach weiteren
2 Jahren der Rest zurlickzuzahlen ist. Wie grof
ist der Restbetrag?

Lésungshinweis: Der Barwert aller Zahlungen
muss die Kreditsumme ergeben.

@ FUr den Erwerb eines Grundstlickes werden zwei

Angebote gelegt:

Angebot A: 20 000 € sofort und dreimal jeweils
am Jahresende 10000 €.

Angebot B: 20 000 € sofort und 35000 € nach
5 Jahren.

Beurteile beide Angebote bei einem Jahres-

zinssatz von

a) 5%,
b) 9%.
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Regelmalige Zahlungen

381 ) Claudia zahlt 5 Mal, jeweils am Jahresbeginn (,vorschissig“) 10 000 € auf ein Sparbuch. Wie viel
kann sie nach 5 Jahren abheben? Lege einen Jahreszinssatz von 6 % zugrunde!

Ausfiihrung: Der jahrliche Aufzinsfaktor ist g = 1,06.

Eine Zeitleiste zeigt jede einzelne Zahlung und deren aufgezinsten Wert.

Die Zahlung gleich zu Beginn wird 5 Jahre verzinst und erreicht am Ende den Wert 10 000 g°. Die
nachste Zahlung wird nur 4 Jahre verzinst, sie erreicht daher den Wert 10 000 g*, usw.

0 1 2 3 4 5 Jahre
1 1 1 1 1 1
I T T T T 1
Zahlung 10000 10000 10000 10000 10000
Wert 10000 ¢° 10000 g* 10000 ¢® 10000 g2 10000 q

Der Endwert nach 5 Jahren betragt 10000q + 10000q® +...+ 10000 g°, das ist eine geome-
trische Reihe mit n = 5 und b, = 10000 q. (sieche Summenformel auf Seite 70).

Ergebnis: 10000 g %qf ~ 59753,19 Claudia kann nach 5 Jahren 59 753,19 € abheben.

382 ) Fortsetzung von Beispiel 381: Wie entwickelt sich Claudias Guthaben mit Zinsen im Lauf der
Jahre? Erstelle eine Anspartabelle!

Ausfiihrung: Jahr Guthaben am Beginn Zinsen am Ende Guthaben am Ende
1 10 000,00 600,00 10600,00
2 20600,00 1236,00 21 836,00
3 31836,00 1910,16 33746,16
4 43746,16 2624,77 46370,93
5 56 370,93 3382,26 59753,19

Bei Zeitraumen innerhalb eines Jahres rechnen Banken ohne Zinseszinsen (,lineare Verzinsung*“): Bei
einem Jahreszinssatz p zahlen S|e 5 pro Monat, &+ V|ertel und £ haIbJahrhch Wenn du bei regelmaRigen
monathchen viertel- oder halbjahrllchen Zahlungen die entsprechenden linearen Aufzinsfaktoren
(1 + 35 100) (1 + }ngo) (1 + %180) in die Summ?nformel der geometrischen Reihe einsetzt, berech-
nest du etwas hohere Zinsen als die Bank. Bessere Ubereinstimmung mit der Berechnungsmethode der
Bank ergeben die aquivalenten Aufzinsfaktoren. Der Unterschied zwischen beiden Berechnungsmethoden

ist minimal (siehe Aufgabe 391).

Bei einem Jahreszinssatz p, Aufzinsfaktor g = 1 + 100, rechnen wir regelmafiige Zah-
lungen mit dem

aquivalenten monatlichen Aufzinsfaktor: g, = 1%
aquivalenten vierteljahrlichen Aufzinsfaktor: q, = %
aquivalenten halbjahrlichen Aufzinsfaktor: q, = \Fq

Claudias Zahlungen auf das Sparbuch erfolgen jeweils am Beginn eines Jahres. Es handelt sich um
vorschlissige Zahlungen. Demgegenuber erfolgen nachschissige Zahlungen immer erst am Ende der
Verzinsungsperiode. Vorschiussige Zahlungen sind typisch, wenn man auf einem Sparbuch regelmaRig
einzahlt. Kredite werden mit nachschussigen Ratenzahlungen zurlckbezahlt. Die monatlichen Zahlungen
im nachsten Beispiel sind ebenfalls nachschussig.
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3. Folgen und Reihen

383 ) Herr Krammer bietet fUr ein Haus eine Sofortzahlung von 45 000 € und 120 monatliche Zahlungen
zu je 700 €. Welchem Barwert entspricht dieses Angebot (p = 5%)?

384

385

386

3817

Ausfihrung: g = 1,05 = q,, = 1,05 = 1,00407

Die erste monatliche Zahlung erfolgt 1 Monat nach der Sofortzahlung. Sie wird daher 119 Monate
verzinst. Die nachste Monatsrate wird nur mehr 118 Monate verzinst. Die Zeitleiste veranschauli-

cht dies (eine Periode = 1 Monat):

0 1 2 119 120 Monate
I } } } i
Wert: 700" 700" 7009 700
120
Endwert = 700 + 7004,, + ... + 700g3%° = 700 - T—%2 ~ 108054,21
12

Beachte, dass 120 Monate genau 10 Jahre sind. Daher gilt:

Barwert = 45000 + 10805421 _ 141335 91

1,05

Ergebnis: Der Barwert des Angebotes betragt 111 335,91 €.

Aufgaben

Wie viel ist zuletzt am Sparbuch?

a) Anfangseinlage 4 000 € und 48 (nachschus-
sige) Zahlungen zu je 400 € vierteljahrlich.
Zinssatz 5% p. a.

b) Anfangseinlage 3 000 € und 40 (nachschls-
sige) Zahlungen zu je 500 € vierteljahrlich.
Zinssatz 6% p. a.

Karla zahlt monatlich 100 € auf ein Sparbuch,
das mit 4 % verzinst wird. Wie viel kann sie nach
4 Jahren abheben?

Herbert mochte innerhalb von 4 Jahren einen
Betrag von 8 000 € durch monatliche Ratenzah-
lungen ansparen.

Wie hoch missen diese Raten bei einem Zins-
satz von 4,5 % sein? Wie viel Zinsen erhalt Her-
bert?

Zwei Interessenten machen fur den Kauf eines
Hauses folgende Angebote:

A bietet sofort 40000 € und 48 Mal 4000 €
vierteljahrlich (nachschussig).

B bietet sofort 50000 € und 20 Mal 9000 €
halbjahrlich (nachschussig).

Berechne die Barwerte der beiden Angebote bei
einem Zinssatz von 5% p. a.!

Ein Interessent bietet flr ein Haus 45000 €
sofort und 5 Jahre lang monatlich 480 € nach-
schussig. Berechne den Barwert dieses Ange-
botes fur einen Zinssatz von 4,5 %.

€D Ein Auto wird verkauft. A bietet 4000 € sofort

und 4 000 € nach einem Jahr. B bietet 5000 €
sofort und 12 monatliche Zahlungen zu je
240 €.

Berechne den jeweiligen Barwert (p = 4 %)!

@Zeige fur ein beliebiges Kapital: Der Endwert

nach einem Jahr (Aufzinsfaktor q) ist gleich dem
Endwert mit halbjahrlicher Verzinsung mit q,
oder bei monatlicher Verzinsung q,, .

€D & zeigt, dass fir p < 10% die linearen und

aquivalenten Aufzinsfaktoren sehr gut Uberein-
stimmen.
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Kredite

392

393

Frau Jonas zahlt einen Kredit von 10000 € in 4 gleichen Jahresraten zurtick. Wie hoch sind die
Jahresraten (Annuitaten) und die gesamten Zinsen? Der jahrliche Zinssatz betragt 8 %. Erstelle
auch einen Tilgungsplan.

Ausfuhrung: Die Bank zahlt zu Beginn 10 000 € an Frau Jonas. Diese zahlt in 4 Jahresraten zu je
x € den Kredit zuriick. Die Zeitleiste bewertet alle Zahlungen aufgezinst bis zum Endwert:*

1 2 3 4
1 1 1 1 |
I 1 1 1 1
Bank: 10000 g*
Frau Jonas: xq® xq? Xq X
Der Endwert der Zahlungen von Frau Jonas X +xq +xq*> +xq°> =10000q*
(linke Seite) muss qem Endwert der Zahlung x-1-a" = 10000 q*
der Bank (rechte Seite) entsprechen. 1-gq
x = 10000¢° (1—q)
1-gq
x = 3019,21

Ergebnis:
Frau Jonas muss vier Jahresraten zu je 3019,21 € bezahlen.

Zinsen: 4x — 10000 = 2076,83 = Die Zinsen betragen insgesamt 2076,83 €.

Tilgungsplan: Jahr | Schulden am Beginn Zinsen Ruckzahlung = Schulden am Ende
1 10000,00 800,00 3019,21 7780,79
2 7780,79 622,46 3019,21 5384,04
3 5384,04 430,72 3019,21 2795,55
4 2795,55 223,64 3019,21 -0,02

(Durch Rundungsfehler bleibt hier ein Restbetrag im Centbereich.)

Fortsetzung von Beispiel 392: Frau Jonas mdchte den Kredit in monatlichen Raten bezahlen. Wie
hoch ist eine Monatsrate und wie viel Zinsen zahlt sie?

Ausfiihrung: 4 Jahre sind 48 Monate. Frau Jonas zahlt daher 48 Monatsraten zu je y €:
1 2 47 48
1 1 1 1 |

I 1 1 1 1
Bank: 10000 g*
Frau Jonas: yq

47 46

- ya,, ya y

12

Der Endwert der Zahlungen von Frau Jonas

entspricht wieder dem aufgezinsten Wert der  y + yqy, + ¥@5, + ... + yq3, = 10000q*
Zahlung der Bank. 1- g% .
y: 4= =10000q

Verwende fur g,, den aquivalenten monatlichen .

10000¢* (1 —
Aufzinsfaktor q,, = (1,08)% ~ 1,006434. y = ol
(Speichere den genauen Wert im TR, damit Run- ~ 242 89 12
dungsfehler klein bleiben!) y = ens

Ergebnis: Frau Jonas muss 48 Monatsraten zu je 242,82 € bezahlen.
Zinsen: 48y — 10000 = Die Zinsen betragen insgesamt 1 655,41 €.

Bemerkung: Bei monatlicher Rickzahlung fallen im Vergleich zur jahrlichen Ruckzahlung weniger Zinsen
an, weil bereits nach einem Monat die erste Rickzahlung erfolgt.

*  Ebenfalls zum Ziel fiihren wiirde, die Kreditsumme am Anfang des Zeitraumes mit dem abgezinsten Barwert der Zahlung von Frau
Jonas zu vergleichen.
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——{( Aufgaben

394

395

396

397

398

3. Folgen und Reihen

Sabine nimmt einen Kredit von 24000 € auf
(Zinssatz 6 %). Sie zahlt den Kredit in 4 Jahres-
raten zuruck.

Berechne die jahrliche Rate (Annuitat) und er-
stelle einen Tilgungsplan.

Ein Kredit von 30000 € wird in 3 nach-
schussigen Jahresraten bezahlt. Die Bank ver-
rechnet 9,2 % Zinsen p. a.

Berechne die jahrliche Rate (Annuitat) und er-
stelle einen Tilgungsplan.

Ein Kredit von 75000 € wird in 3 nach-
schussigen Jahresraten bezahlt. Die Bank ver-
rechnet 8,5% Zinsen p. a.

Berechne die jahrliche Rate (Annuitat) und er-
stelle einen Tilgungsplan.

Franz nimmt einen Kredit von 5000 € auf
(p = 7 %) und zahlt ihn innerhalb von 5 Jahren
zuruck.

Wie viel Zinsen zahlt Franz bei Jahresraten, wie
viel Zinsen zahlt er bei Monatsraten?

Ein Kredit von 114 000 € soll innerhalb von vier
Jahren bezahlt werden. (Zinssatz 7% p. a.)

a) Berechne die Annuitat, wenn der Kredit in
nachschussigen Jahresraten bezahlt wird.
Bestimme die Zinsenbelastung und erstelle
einen Tilgungsplan.

b) Berechne die Annuitat, wenn der Kredit in
nachschussigen Monatsraten bezahlt wird.
Vergleiche die Zinsenbelastung mit jener in
a).

c) Berechne die Annuitat, wenn der Kredit nicht
in vier sondern in 20 nachschulssigen

Jahresraten bezahlt wird. Vergleiche die
Zinsenbelastung mit jener in a).

399

400

a0

Ein Kredit von 48 000 € soll innerhalb von vier
Jahren bezahlt werden (Zinssatz 9% p. a.)

a) Berechne die Annuitat, wenn der Kredit in
nachschissigen Jahresraten bezahlt wird.
Bestimme die Zinsenbelastung und erstelle
einen Tilgungsplan.

b) Berechne die Annuitat, wenn der Kredit in
nachschissigen Monatsraten bezahlt wird.
Vergleiche die Zinsenbelastung mit jener in
a).

c) Berechne die Annuitat, wenn der Kredit nicht
in vier sondern in 10 nachschussigen Jah-
resraten bezahlt wird. Vergleiche die Zinsen-
belastung mit jener in a).

Fir den Kauf eines Hauses nimmt jemand ei-

nen Kredit in der Héhe von 80000 € auf. Der

Kredit wird in monatlichen nachschussigen

Raten zurlickgezahlt. (Laufzeit: 25 Jahre; Zins-

satz: 7%).

a) Berechne die Hohe der monatlichen RUck-
zahlungsrate.

b) Welcher Betrag an Nettozinsen fallt an?

c) Zehn Jahre nach der Kreditaufnahme macht
der Kreditnehmer eine Erbschaft und zahlt
die Restschuld sofort zuriick. Berechne die
Hohe der Restschuld.

Fir den Verkauf eines Hauses werden dem Ver-
kaufer zwei Angebote gemacht.

Angebot A: 70000 € werden sofort bezahlt
und eine Rate von 10000 € wird
jahrlich 10 Jahre lang nachschus-
sig bezahlt.

Es wird sofort ein Betrag von
120000 € bezahlt und eine Rate
von 4000 € halbjahrlich 5 Jahre
lang nachschussig.

a) Welches der beiden Angebote ist fur den
Verkaufer finanziell gunstiger? (Zinssatz je-
weils 4 %)

b) Das Angebot A wird ersetzt durch ein finanzi-
ell gleichwertiges ohne Sofortzahlung, bei
dem 10 nachschussige gleiche Jahresraten
bezahlt werden. Berechne die Hohe der An-
nuitat und erstelle einen Tilgungsplan.

c) Das Angebot A wird ersetzt durch ein finanzi-
ell gleichwertiges, bei dem 20 nachschis-
sige gleiche Halbjahresraten bezahlt wer-
den. Berechne die HOhe einer Rate und
erklare, warum die Zinsenbelastung im Ver-
gleich zu b) niedriger ist.

Angebot B:
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Ermitteln effektiver Zinssatze

4p2 ) Eine Bank wirbt mit folgender Sparform: Man zahlt 6 Jahre lang vorschiissige Monatsraten von je

50 € und bekommt nach Ablauf der 6 Jahre 3987 €. Bestimme den effektiven Jahreszinssatz
dieser Sparform.

Ausfuihrung: Die 1. Einzahlung auf das Sparbuch passiert gleich zu Beginn. Sie wird 6 Jahre, also
72 Monate lang verzinst. Die 2. Einzahlung wird nach 1 Monat getatigt und wird 71 Monate lang
verzinst, usw. Die letzte Einzahlung erfolgt 1 Monat bevor das angesparte Guthaben samt Zinsen
fallig wird. Diese Einzahlungen (grun) besitzen denselben Wert wie die Auszahlung der Bank nach
6 Jahren (rot):

1 2 70 71 72
1 [ [ [ [ ]
I 1 1 1 1 1
Einzahlungen: 50(;,1722 50(;1721 50q17; 50qf2 50q,,
Bank: 3987
Nun gilt: 50q,, + 5043, + ... + 50q}5 = 3987
72
500, - 1= = 3987
12
72 Monate sind genau 6 Jahre. » 1_ g8
Daher gilt: 50 ‘Fq'i——l%a =3987 |:50
12 1-q¢° _
c—= =79,74
g 2o

% - 11_‘1% ~ 79,74 =0 (%)... sh. Hinweis

Die Unbekannte in Gleichung (*) ist der jahrliche Aufzinsfaktor q. Wir verwenden die Regula Falsi,
um diese Gleichung zu l6sen (vergleiche Kapitel 2, Abschnitt 2.7). Als Startwerte eignen sich
g, = 1,01 und q, = 1,05. Dies entspricht einem Zinssatz zwischen 1% und 5 %.

_ 6
Wir berechnen Rest, = ¥/1,01 - i—% —79,74 ~ -5,5165 und analog Rest, ~ 4,0771

q, —Qq,

und erhalten q; = q; — Rest, * gegt —Rest.
1 2

~ 1,0330 mit einem Rest, = —-0,1409.
Ein weiterer Iterationsschritt liefert g, = g, — Rest, ee—J <~ 1 0336.

" Rest, — Rest,

Rest, = —0,0034 ist bereits sehr klein, ein weiterer Iterationsschritt daher nicht mehr notwendig.

Ergebnis: Der effektive Zinssatz der angebotenen Sparform betragt ca. 3,4 %.

Die in Beispiel 402 auftretende Gleichung (*) muss nicht mit der Regula Falsi gelost werden.
Computeralgebrasysteme bieten dafur Losungsbefehle (z. B. , Solve*).

q f(a)
Ei itere Moglichkeit wé ine Funktion f(q) = /g - L= qQ° 1,03 78,88
ine weitere Moglichkeit ware, eine Funktion f(q) = Vq T 1.04 81,31
zu definieren und mit einer Wertetabelle g immer genauer zu be- 1,033 79,60
stimmen — nach Art einer Intervallschachtelung. 1,034 79.84
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404

405

406

3. Folgen und Reihen

B Ein Computer im Wert von 1 000 € kann mit einer Anzahlung von 200 € und 24 nachschiissigen
Monatsraten zu je 39,90 € bezahlt werden. Bestimme den effektiven Jahreszinssatz, der diesem

Teilzahlungsangebot zugrunde liegt.

Ausfiihrung: Nach der erfolgten Anzahlung hat der Computer noch einen Wert von 800 €, das

ergibt einen Endwert von 800q>3 nach 24 Monaten. Dies muss gleich viel wert sein wie die
Summe aller 24 Ratenzahlungen. Wir veranschaulichen dies auf einer Zeitleiste:

800 1 2 22 23 24
| 2 1 1 1 1 |
I 1 1 1 1 1
Teilzahlungen: 39,9qu3 39,9qf22 39,9qf2 39,99, 39,9
Nun gilt: 39,9 + 39,9q,, + 39,90, + ... + 39,9¢% = 800q%
1-q35 _ 24
39,9+ =% - 8003
24 Monate sind genau 2 Jahre. Daher gilt: 39,9 - 11_;1;7% = 800¢° | : 39,9¢°
1
=1 _ 50,0501
1-7 '

i
2

-1
_a =
1% 20,0501 =0

Wir I6sen diese Gleichung mit der Regula Falsi. Als Startwerte eignen sich q, = 1,05 und
g, = 1,15. Dies entspricht einem Zinssatz zwischen 5% und 15 %.
1

“ozz — 1
Wir berechnen Rest, = 2% — 20,0501 =~ 2,7696 und Rest, ~ 0,7658 und erhalten
1-4/1,05
g; = q, — Rest, - Fgl:—gzes—tz ~ 1,1882 mit einem Rest, =~ 0,1030.
. . . e _ 4 —q ~
Ein weiterer Iterationsschritt liefert g, = g, — Rest, - m ~ 1,1942.
Rest, = 0,0044 ist bereits sehr klein, ein weiterer Iterationsschritt daher nicht mehr notwendig.

Ergebnis: Der effektive Zinssatz des Teilzahlungsangebotes betragt ca. 19,4 %.

Aufgaben
Frau Karner hat 6 Jahre lang jeweils zu Jahres- (407 ) Eine Sitzgarnitur im Wert von 4 000 € kann mit
beginn 1200 € auf ein Bausparkonto einge- einer Anzahlung von 800 € und 36 nachschus-
zahlt. Nach Ablauf der 6 Jahre bekommt sie sigen Monatsraten zu je 115,70 € bezahlt wer-
8305 € ausbezahlt. Welcher effektive Zinssatz den. Bestimme den effektiven Jahreszinssatz,
ergibt sich? der diesem Teilzahlungsangebot zugrunde
liegt.

Die Bank bietet einen Kredit von 5000 € an, zu
zahlen in 5 Jahresraten zu je 1 200 €. Welchem 408 ) Herr Huber zahlt ein Darlehen von 70000 € in

effektiven Jahreszinssatz entspricht dieses An- 240 Monatsraten zu je 597,70 € zurlck. Wel-
gebot? cher effektive Zinssatz liegt diesem Darlehen
zugrunde?

Eine Bank wirbt mit folgender Sparform: Man
zahlt 6 Jahre lang vorschlissige Monatsraten 403 ) Bej einer Kaufsumme von 7 500 € wird eine An-

von je 30 € und bekommt nach Ablauf der 6 zahlung von 2 000 € geleistet und anschliefRend
Jahre 2392 €. Bestimme den effektiven Jahres- 48 Monatsraten zu je 126 € bezahlt. Berechne
zinssatz dieser Sparform. den effektiven Zinssatz bei dieser Zahlungsform?
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3.9 Die Z2ahl e

Ein besonderes finanzmathematisches Problem geht auf Jakob Bernoulli (1654-1705) zurlck:
Das Problem der stetigen Verzinsung. Bernoulli wollte wissen, wie sich immer kleiner werdende Verzin-
sungsperioden auf das Endkapital auswirken.

Stellen wir uns vor, wir finden eine Bank, die 100 % Zinsen gibt: nach einem Jahr werden aus einem Euro
zwei Euro. Dessen nicht genug wollen wir die Geschaftsbedingungen ausreizen und heben nach einem
halben Jahr den bis dahin angelaufenen Betrag (das sind mit Zinsen 1,5 €) ab und legen ihn sofort wieder
ein. Dann bekommen wir fur das verbleibende halbe Jahr noch 50 % Zinsen fur 1,5 €, also 1,5 - 1,5 =
2,25 €. Wurden wir vierteljahrlich neu anlegen, wichse unser Euro um das 1,25 - 1,25 - 1,25 - 1,25 =
2,44-fache. Verfolgen wir diese Idee weiter, so erreicht das Endkapital bei ...

ganzjahriger Verzinsung: 1+1)=2

halbjahrlicher Verzinsung;: ( —) = 2,25

vierteljahrlicher Verzinsung: ( ) = 2,44140625
monatlicher Verzinsung: (1+ L ) = 2,613035290...
taglicher Verzinsung: (1+ 3é5 | = 2,714567481...
stundlicher Verzinsung: ( 8760 )8760 = 2,718126691...

Der Betrag wachst — auch wenn wir die Anzahl der Verzinsungperioden noch so weit steigern — nicht unbe-
grenzt an. Dass er im Grenzwert tatsachlich eine eindeutig bestimmte reelle Zahl ergibt, lasst sich durch
Intervallschachtelung begriinden: Aufgabe 410 gibt eine monoton wachsende Folge (a,) linker Intervall-
grenzen an, 413 eine monoton fallende Folge (b,) rechter Intervallgrenzen. 414 zeigt, dass die Intervall-
breiten (c,) eine Nullfolge bilden. Genau so werden in Abschnitt 3.5 reelle Zahlen definiert.

Die Zahl e = lim (1 + %)’ ~ 2,718 281828459045 ... heift eulersche Zahl.

Bemerkungen:

(1) Die eulersche Zahl e ist — gleich nach der Kreiszahl © — eine der wich-
tigsten Konstanten in der hoheren Mathematik. Sie ist irrational, also nicht
als Bruch darstellbar.

(2) Die eulersche Zahl ist aber ,,noch irrationaler” als V2. Sie lasst sich nam-
lich weder durch Wurzelausdricke noch als Loésung einer quadratischen,
kubischen, ... Gleichung angeben. Solche Zahlen Ubersteigen gleichsam
die Krafte der Algebra® und heifen transzendente Zahlen.

(3) Viel rascher als mit dem obigen Grenzwert lasst sich e naherungsweise :
aus der Reihendarstellung e = 1 + % + % + % + ... berechnen. Leonhard Euler (1707-1783)

Der naturliche Logarithmus

Exponentielles Wachstum mit der Basis e spielt in der Natur eine besonders grofRe Rolle. Folglich ist auch
die Umkehrfunktion, der Logarithmus zur Basis e, sehr wichtig. Er hat sogar einen eigenen Namen:
logarithmus naturalis. In der Schulmathematik und auf dem TR gibt es flr ihn ein eigenes Formelzeichen In.

Der Logarithmus In (x) = “log (x) wird als nattrlicher Logarithmus bezeichnet.

Es gilt damit: In (e) = 1, weil el =e ist.

quod Algebrae vires transcendit schreibt der Mathematiker und Philosoph Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) und meint damit
Ergebnisse, die nur durch Grenzwerte unendlicher Folgen gefunden werden kénnen.
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3. Folgen und Reihen

410D Zeige, dass die Folge (a,) = (1 + %)n firn = 1, 2, 3... streng monoton wachsend ist.

Ausfilhrung:  Wir verwenden als Hilfsresultat die Gleichung (1 + %) =(1+5 1 7)(1 - ni) (siehe

Aufgabe 412) und formen damit den Ausdruck fir a, so um, dass a, _, auftritt:

= (e dy = (A (e )= A )

n—1

Wenn der Faktor (1 — %)n - 1(1 + %) immer > 1 ist, dann ist die Folge streng monoton wach-
send.

Um das zu zeigen, verwenden wir als weiteres Hilfsresultat die fir alle a < 0, n € N geltende
Bernoullische Ungleichung (1 — a)" = 1 — na (siehe Aufgabe 431).

(1-&) (a+d)=(1-2A) (1 +)=a1+t-2t-nlog i lsy

Ergebnis: Jedes Folgenglied wachst relativ zum vorhergehenden um einen Faktor > 1, daher wachst
die Folge streng monoton.

Die Aufgaben 410 bis 414 sollen schrittweise aufbauend zeigen, dass der Grenzwert nlm (1 + %)n tat-
sachlich existiert.

——( Aufgaben
411) Berechne die Folgenglieder fir n = 1 bis 10, (416) Bestimme mit dem Taschenrechner:
sowie n € {100, 101, 1000, 1001}. Stelle Ver- a) In2 b) In 0,5
mutungen zu Monotonieverhalten und Schran- ¢) In \/5 d) In2,71828
ken der Folge auf.
L Ly+e e) In 20,08554 f) In0,36788
a) @)=(1+5) b (b)=(1+7)
c) {c,) = (:L + l)" - (1 + l)” 417) B wie lassen sich (1) mit dem Taschenrechner
n n (2) mit einem Computeralgebrasystem
412 ) 7eige durch Ausrechnen die Giiltigkeit: a) Potenzen von e berechnen?
1\ _ 1 1 b) naturliche Logarithmen berechnen?
a) (L+5)=(1+57=7)(1 )
b) 1+ 1 =(1 + 1 (1 + 1 ° . . . . . .
( n) ( n— 1) : ( 7z — 1) 418 ) e Ein Logarithmus zur Basis a lasst sich im-
mer mithilfe des natirlichen Logarithmus be-
® a) Verwende 412 b) und zeige, dass die Folge rechnen: |
n _ Inx
(bn>=(1+%) “firn =1, 2, 3... monoton alogx—m
fallend ist. Erklart, warum die folgende Argumentations-
b) Begriinde: Jedes Folgenglied b, ist eine kette diese Formel beweist.
obere Schranke der Folge (a,) = (:L + %)” x=a" = Inx=In(@") =%ogx-Ina
1\n+1 1\n = a|0gx:|n_x
@D zeige: Die Folge (c,) = (1 + 27" — (1 + 4) Ina

415

a) ist streng monoton fallend.

419) 8 i i i i i i
b) hat O als Grenzwert. Entwickle mit deinem Rechenhilfsmittel eine

Funktion, die in der Lage ist, Logarithmen mit
beliebiger Basis durch Verwendung des natir-

Berechne die folgenden Logarithmen: . lichen Logarithmus zu berechnen.
a) Ine? b) Ine® c) Ine2 Hinweis: Verwende dazu die Beziehungen aus
d) InO e) Inl f) In% dem vorhergehenden Beispiel.
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3.10 Vollstandige Induktion E

Die vollstandige Induktion ist eine der drei grundlegenden mathematischen Beweistechniken (neben , di-
rekt“ und ,indirekt durch Widerspruch®). Sie lauft in zwei Schritten ab:

(1) Induktionsstart: Du zeigst, dass die Aussage (zumeist eine Formel) flr ein bestimmtes n richtig ist
(meist nimmt man O oder 1 daflr).

(2) Induktionsschluss: Du zeigst, dass die Aussage auch fur n + 1 stimmt, wenn sie fur n richtig ist.

Mit diesen zwei Schritten hast du gezeigt, dass die Aussage fur alle natlUrlichen Zahlen gultig ist!

Grundvorstellung: Denke dir eine Reihe von Dominosteinen. Fir jede
natlrliche Zahl soll genau ein Dominostein aufgestellt sein und das (in
deiner Vorstellung) ohne Ende! Wir wissen nun: Damit das Fallen der
Dominosteine in Gang kommt, missen wir dafir sorgen, dass der er-
ste Stein (oder auch ein anderer aus der Reihe) fallt (Induktionsstart).
Fallt ein (beliebiger) Stein n, so fallt der nachste n + 1. Und dann wie-
der der nachste und der nachste (Induktionsschluss). Damit ist alles
getan: Es werden nun alle Steine fallen.

820) Zeige mithilfe der vollstandigen Induktion: 1 +2 +3 + ... +pn ="+
Ausfuhrung:
(1) Induktionsstart: Wir zeigen zuerst, dass die Behauptung fur n = 1 richtig ist. Das ist naturlich
sehr einfach! 1 = # also 1 = 1, stimmt!

(2) Induktionsschluss: Nun zeigen wir, dass die Behauptung auch fir n + 1 richtig bleibt, wenn sie
flr n richtig ist. FUr ein konkretes n (namlich flir n = 1) haben wir dies gerade Uberprift.

n-(n+1)

Annahme: 1+2+3+...+n= 5

Voraussetzung: Wir wollen zeigen, dass die Formel auch fir n + 1 stimmt. Ersetze daher in der
Summenformel n durch n + 1. Das ergibt die zu beweisende

Behauptung: 1 +2+3 4. +n+(n+1) =102

Der erste (bisher bekannte) Teil der Summe ergibt — laut Voraussetzung — % Dies kdnnen

wir bei der Berechnung der neuen Summe nutzen:

1+2+43+..+n+(n+1) =204y 2020 0t 0hr2)
n-(n+1)
2

Damit haben wir nun gezeigt, dass die Behauptung flr jedes beliebige n, damit aber fur alle natur-
lichen Zahlen gilt!

Bemerkungen:

(1) Die vollstandige Induktion liefert keinen Hinweis darauf, wie eine Summenformel aussieht. Eine Ver-
mutung, welche Gestalt sie hat, muss auf anderem Wege gewonnen werden. Die Beweistechnik der
vollstandigen Induktion dient dann (,lediglich®) zum Nachweis, ob derartige Vermutungen richtig sind.

(2) Die vollstandige Induktion kommt vor allem bei allen Behauptungen zum Einsatz, in denen naturliche
Zahlen auftreten.
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—{ Aufgaben )

3. Folgen und Reihen

Zeige mithilfe der vollstéandigen Induktion fir Zeige faralleneN: 2">n

alleneN":

a) 1+3+5+..+2n—-1)=n°

b) 1+4+7+..+@n-2="12-2
c) 1+5+8+...+@n—-3)=n-(2n—-1)
d) 1+6+11+ ...+ (5n—4)="0=3

@Zeige firalle n e N™:

a) 1+4+9+ .. +p2="0xD-@nrl)

6
oo CU 0 (nt 1)
b) 1-4+9— ...+ tr’= 2
c) 1+9+25+...+(2n—1)2:”'(2”—133'(2n+1)
@Zeige fur alle n € N': . ]
3 3 3 3_n-(n+1)
a) 1°+2°+3 +...+n =—z

b) °+3*+...+2n—1P°=n%*-(2n* — 1)

Zeige furalle n e N™:

a) 1+2+4+ .. +2"t=2"-1

b) 1+q+q2+...+q”’l=z:11,
soferng # 1

Zeige fir alle n e N

1:2+42-3+..+n(n+1)="202022
@Zeige fir alle n e N™:
1-243-4+..+(@2n-1)@2n)="0"140"1

@Zeige die folgenden Teilbarkeitsbehauptungen

(n e N).
a) 3|(n®+2n)
b) 6[(n* — n)

c) 3|(n®+ 6n° + 14n)

@Gegeben ist eine Menge mit n Elementen.
Zeige, dass sich daraus genau 2" Teilmengen
bilden lassen!

@ Geometrie: Fir die Anzahl der Diagonalen d(n)
in einem n-Eck gilt:

dm=2%-n-(n-3)

> (n=4undneN)

Zeige die Bernoullische Ungleichung!

Fur alle n e N gilt:
a) (1+a"=1+na
b) (1—-a)=1-na

furallea = -1
furallea<1
Hinweis:

Diese Gleichung ist nach dem schweizerischen

Mathematiker Jakob Bernoulli (1654-1705) be-
nannt.

L/

@ Diskutiert die folgende Aussage und ihre Wi-
derlegung!

Aussage: Die Anwendung des Prinzips der voll-
sténdigen Induktion ist unmaoglich, da es unend-
lich lange dauern wirde, den Induktionsschluss
far alle n € N auszufiihren.

Widerlegung: Die Formulierung ,far alle n*
scheint das nahezulegen, aber es ist nicht so.
Wenn eine Behauptung durch vollstandige In-
duktion bewiesen ist, dann zeigt der Induktions-
beweis, wie aus vorausgesetztem A(n) die Gul-
tigkeit fir A(n + 1) folgt. Niemand wird jemals
den Induktionsschritt unendlich oft anwenden.
Die Zeit kdbnnen wir uns sparen, denn:

Die durch vollstandige Induktion gewonnenen
Formeln und Ergebnisse gelten fur jeweils feste
aber beliebige naturliche Zahlen n.

@ Was ist falsch an dieser (nicht ernst gemeinten)
Anwendung der vollstandigen Induktion?

Behauptung: In einen Koffer passen unendlich
viele Paar Socken.

Beweis: (Induktionsstart n = 1) In einen Koffer
passt sicher ein Paar Socken.

(Induktionsschluss n — n + 1) Im Koffer sind
n Paar Socken. Alle, die schon einmal einen
Koffer gepackt haben, wissen, dass ein zusatz-
liches Paar immer noch Platz findet. Also sind
dann n + 1 Paar im Koffer.
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. Vermischte Aufgaben

434

435

436

431

438

439

440

84

Berechne die ersten funf Glieder der Folge und
beweise mithilfe der Definition des Grenzwertes,
dass sie eine Nullfolge ist. Vermute auch,
welches Monotonieverhalten vorliegt und be-

weise deine Vermutung!

6 12

10
a) 3571 b) 7551

c) 5n+2

Berechne den Grenzwert der Folge und fihre an-
schlieBend den Beweis mithilfe der Definition
des Grenzwertes. Beweise, dass die Folge be-
schrankt ist.

_4n-—-7 _3n+5

a) a,= 3572 b) a,=7,=3
4n—2 5n+1

©) a, = 35v1 d) a,=35=3

Bestimme den Grenzwert der Folge. Ab welchem
Folgenindex n liegen alle spateren Folgen-
glieder in der e-Umgebung des Grenzwerts flr
e = 0,017

_5n+7 _3n-2
a) a, =3, —1 b) a, =571
1—-7n 1—-8n

¢) a,=5,+3 d) a,=5,75

Berechne die ersten drei Glieder der Folge (a,)
und berechne den Grenzwert.

a) a,=0,3; a,,, =-2a’+2a,

b) a, =0,5; a,,, =-2a’+2a,

¢c)a, =1, a,,, =2a,—0,5a’
: _ 1

d a,=2; a,,,=2a, 35,

Entscheide, ob eine arithmetische oder geome-
trische Folge vorliegt und berechne a, bis ag.

a) a, =1, a,=0,5 a;=0,25
b) a, =1, a,=0,5 a,=0
c) a,=08; a,=1; a;=1,25

Von einer arithmetischen Folge kennt man
a) ag = 11 und a,, = 39. Berechne die Summe
der ersten 100 Glieder der Folge.

b) a, =12 und a,, = 30. Berechne die Summe
der ersten 60 Glieder der Folge.

Untersuche, ob die angegebenen Folgenglieder
Teil einer arithmetischen Folge sein konnen!

a) a, =2; a;; =23; ay =50
b) a, =1; ay, =19; a,, =27
c) ag=7; a, =47; az =82
d) a,=5; a;; =23; a;; =50

am

Entscheide, ob eine arithmetische oder geome-
trische Reihe vorliegt und berechne:
a) 32 +24 +16 + ... + (-16)

b) 0,05 +0,25+1,25 + ... + 31,25
c) 32-16+8— ... + 0,5
d) 0,05 +0,25 +0,45 + ... + 31,25

@ Welche Bedingung muss fur die jeweilige Varia-

ble gelten, damit die Ausdricke (als ,Summe*)
sinnvoll sind? Gib eine Formel fur die Summe an!

a) 2+2u+2vP+ 24+ ...
b) vy -y -y -y - .

2,4 .8
e) L+s+5+ 5+

@Stelle die folgenden Funktionsterme als un-

444

endliche Summen dar und entscheide, unter
welchen Bedingungen das sinnvoll ist:

a) (0 = 125 b) () = 725
) f)=x—125;  d) f) =27

Entscheide, ob die unendliche geometrische
Reihe einen Grenzwert besitzt. Falls ja, be-
rechne ihn!

a) 125 + 100 + 80 + ...
b) 40 + 42 + 44,1 + ...
c) 32-16+8— ...

@ Der Physiker Galileo Galilei entdeckte folgenden

446

Zusammenhang;:
1+3 _1
5+7 3
1+3+5 1
7+9+11° 3
1+3+5+9 1

11+13+15+17 3

Uberpriife diese drei Beziehungen. Stelle filr die
Zahlersumme und die Nennersumme eine all-
gemeine Summenformel auf und beweise so
den Zusammenhang allgemein.

Eine eckige ,Wellenlinie“ a
entsteht dadurch, dass
Quadrate aneinander ge-
hangt werden. Das erste —!_,"
Quadrat besitzt eine Sei-
tenlange von 4 cm, die
Seitenlange des jeweils
nachsten ist die Halfte des vorangehenden.

a
2



441

448

449

a) Gib eine rekursive und eine explizite Darstel-
lung der Lange der Haken an.

b) Ermittle die Summe der Lange der ersten 5,
10 und n Haken.

c) Ermittle die Gesamtlange der Linie.

d) Ermittle die Summe der Flachen der ersten
5, 10 und n Quadrate.

e) Ermittle die Gesamtflache aller Quadrate.

Eine Spirale entsteht
dadurch, dass an ei-
nen Halbkreis wieder
ein Halbkreis ange-
hangt wird. Der erste
Halbkreis besitzt ei-
nen Radius von 3 cm,
der Radius des je-

£
N

weils nachsten ist % vom Radius des vorange-
henden.

a) Gib eine rekursive und eine explizite Darstel-
lung der Lange der Bégen an.

b) Ermittle die Summe der Lange der ersten 5,
10 und n Bogen.

c) Ermittle die Gesamtlange der Spirale.

d) Ermittle die Summe der Flachen der ersten
5, 10 und n Halbkreise.

e) Ermittle die Gesamtflache aller Halbkreise.

Eine Zickzacklinie entsteht durch Ziehen von
Strecken, die abwechselnd normal auf die

Schenkel eines Winkels von a) o = 30°,
c) a = 60°

b) o= 45°, sind.

Ermittle die Gesamtlange des Streckenzugs.

In einem Quadrat mit
der Seitenlénge s wer-
den die Seitenhalbie-
rungspunkte durch
Strecken verbunden.
Dadurch entsteht wie-
der ein Quadrat. In
dieses wird auf glei-
che Weise ein weiteres
Quadrat gezeichnet und so fort.
Ermittle die Summe

a) der Umfange,
b) der Flacheninhalte aller Quadrate.

450

451

€2 n der Abbildung wurde

453

3. Folgen und Reihen

In einem gleichseitigen Dreieck mit der Seite a
werden die Seitenhalbierungspunkte durch Stre-
cken verbunden. Dadurch entsteht wieder ein
gleichseitiges Dreieck. In dieses wird auf die
gleiche Weise ein wei-

teres Dreieck gezeich-

net und so fort.

Ermittle die Summe
a) der Umfange,

b) der Flacheninhalte
aller gleichseitigen
Dreiecke.

Einem Kreis mit Ra-
dius 10 cm wird ein
Quadrat eingeschrie-
ben, diesem wieder
ein Kreis, diesem wie-
der ein Quadrat usw.

Wie grof ist die

Summe

a) der Umfange aller
Kreise?

b) der Umfange aller Quadrate?
c) der Flacheninhalte aller Kreise?
d) der Flacheninhalte aller Quadrate?

dem auBersten Quadrat
ein  Kreis maximaler
GroRe eingeschrieben.
Diesem HKreis wiederum
ein Quadrat, diesem wie-
der ein Kreis und so wei-
ter.

Wie viel Prozent der Flache des aufSersten Qua-
drates machen die (unendlich vielen) schwarzen
Flachen aus?

Einem Kreis mit Radius
2 cm wird ein gleichsei-
tiges Dreieck einge-
schrieben, diesem wie-
der ein Kreis, diesem
wieder ein gleichseitiges
Dreieck usw.

Wie grof3 ist die Summe

a) der Flacheninhalte aller Dreiecke?
b) der Flacheninhalte aller Kreise?
c) der Umfange aller Dreiecke?

d) der Umfange aller Kreise?
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455

456

Einem gleichschenkligen, rechtwinkligen Drei-
eck mit der Hypotenusenlange ¢ = 5 cm wird
ein auf der Spitze stehendes gleichschenkliges,
rechtwinkliges Dreieck eingeschrieben, diesem
wieder ein ebensolches usw.

a) Wie groB ist die Summe aller Flacheninhalte
der entstehenden Dreiecke?

b) Wie grof} ist die Summe aller Umfange der
entstehenden Dreiecke?

Jemand versendet ein E-Mail, das vor einem ge-
fahrlichen Virus warnt, mit der Aufforderung es
innerhalb eines Tages an funf Bekannte weiter-
zuschicken.

a) Begrinde, dass eine geometrische Folge
vorliegt.

b) Gib den allgemeinen Folgenterm an und be-
stimme b,,. Welche unrealistischen Annah-
men werden hier gemacht?

c) Wie viele Leute haben innerhalb von 10 Ta-
gen die Viruswarnung, die selbst den Cha-
rakter eines Spams hat, erhalten?

Ein Fadenpendel hat
eine Lange von 80 cm
und wird um 20° von
der Vertikalen ausge-
lenkt. Bei jedem
Schwingungsvorgang
(= Hin- und Hergang)
nimmt die Auslenkung
um 10 % des urspring-
lichen Wertes ab.

a) Gib eine rekursive und eine explizite Darstel-
lung der einzelnen Auslenkungen an.

b) Welchen Weg legt der Pendelkorper bei den
ersten 5, 10 und n Schwingungen zurlck?

c) Welchen Gesamtweg legt der Pendelkorper
zurlick?

@Ein Klavier, das pro Oktave 12 verschiedene

86

Halbtone erzeugen kann, lasst sich nicht so
stimmen, dass es in allen Tonarten absolut
reine Intervalle hervorbringt. Bei einem ,wohl-
temperierten Klavier” besteht eine Oktave (Fre-
quenzverhaltnis 1 : 2) aus 12 gleichen Halbton-
intervallen, d.h. die Frequenzen der Intervalle
vom Grundton aus verhalten sich wie:

12

1:9:¢": .. :q

a) Berechne das Frequenzverhaltnis 1 : g eines
Halbtons.

b) Gib eine explizite Darstellung fur die Folge
der Frequenzen der Oktave an, die auf dem
Kammerton a* = 440 Hz aufbaut.

c) Eine Quinte setzt sich aus 7 Halbtoninterval-
len zusammen. Berechne das Frequenzver-
haltnis einer wohltemperierten Quinte und
vergleiche mit dem Verhaltnis 2 : 3 einer
reinen Quinte.

@I Ein DIN-AO-Blatt besitzt eine Flache von 1 m>.

459
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Die DIN-A1, -A2, -A3, ... gehen durch Halbierung
der Flache aus dem jeweils vorangehenden For-
mat hervor. Dabei ist zu beachten, dass die
Blatter einander ahnlich sind, d. h. die Breite
des nachsten Formats ist die Lange des vorher-
gehenden.

a) Gib das Bildungsgesetz A, der Flachen-
inhalte des n-ten DIN-A-Formats an!

b) In welchem Verhaltnis stehen die Seitenlan-
gen eines DIN-A-Formats?

c) Gib die Bildungsgesetze I, b, fur Langen
und Breiten des n-ten DIN-A-Formats an.

d) Berechne die Langen und Breiten von DIN-AO
bis DIN-A8 und kontrolliere durch Berech-
nung der entsprechenden Flacheninhalte.

Bei einem Guicksspiel setzt ein Spieler zunachst
100 €. Verliert er, so setzt er jeweils % seines
letzten Einsatzes.

a) Wie hoch ist sein Einsatz beim n-ten Spiel,
wenn er zuvor stets verloren hat?

b) Wie hoch ist die Gesamtsumme, die er ver-
loren hat, wenn er auch im n-ten Spiel ver-
liert?

Ein GUcksspieler setzt im Roulette immer auf
Rot. Kommt die Farbe Rot, so erhalt er genau
seinen Einsatz als Gewinn, andernfalls ist sein
Einsatz verloren. Er beginnt dabei mit 5 €. Ver-
liert er, so verdoppelt er im nachsten Spiel sei-
nen Einsatz.

a) Wie hoch ist sein Einsatz im n-ten Spiel,
wenn er zuvor stets verloren hat?

b) Wie hoch ist die Gesamtsumme, die er ver-
loren hat, wenn er auch im n-ten Spiel ver-
liert?

c) Was bleibt ihm nach Abzug seiner Einsatze
ubrig, wenn er im n-ten Spiel gewinnen
sollte?



—C Finanzmathematik )

Vergleiche die Angebote fur den Kauf eines
Hauses:

A bietet sofort 60000 € und 24 Mal 8000 €
halbjahrlich (nachschussig).

B bietet sofort 50000 € und 40 Mal 5000 €
vierteljahrlich (nachschussig).

Berechne die Barwerte der beiden Angebote bei
einem Zinssatz von 6 % jahrlich.

Ein Notebook kostet bei Sofortzahlung 1299 €
oder 206 € Anzahlung und 48 Monatsraten zu
je 30 € . Welcher effektive Zinssatz steht hinter
dem Teilzahlungsangebot?

Eine Gemeinde mochte ein Grundstlick im Wert
von 89 500 € erwerben. Die Gemeinde Uberlegt
folgende Finanzierungsmaglichkeiten:

(1) 4 nachschussige Jahresraten an den Besit-
zer zu je 25000 €. Berechne den effektiven
Jahreszinssatz dieser Finanzierungsform.

(2) Ein Bankkredit mit einem Zinssatz von 7%
und einer Laufzeit von 3 Jahren. Berechne
die monatliche Annuitat und die anfallenden
Zinszahlungen.

Vergleiche die beiden Finanzierungsmaoglich-
keiten und gib eine begriindete Empfehlung fur
den Gemeinderat.

@D Ein Kapital von 20000 € wird 15 Jahre ange-

legt.

Zuerst liegt es 5 Jahre lang zu 8% p.a., dann 3

Jahre zu 6,5% p. a., 4 Jahre zu 6% p. a., 2 Jahre

zu 5% p.a. und das letzte Jahr zu 3,5 %.

a) Berechne den Endwert des angelegten Kapi-
tals!

b) Welchen stabilen Jahreszinssatz hatte die
Bank anbieten mussen, damit sich derselbe
Endwert ergibt?

@ Eine Wohnzimmereinrichtung kostet 11 000 €.

a) Die Firma macht folgendes Teilzahlungange-
bot: Anzahlung 7 200 € und 12 Monatsraten
Zu je 349 €. Berechne den effektiven Zins-
satz dieses Angebots!

b) Wie hoch ist die monatliche Rickzahlungs-
rate, wenn die Wohnzimmereinrichtung mit-
hilfe eines Kredits finanziert wird, der mit
12 % verzinst ist und innerhalb von zwei Jah-
ren zurlickgezahlt wird?

c) Wie viele Monatsraten sind notwendig, wenn
monatlich maximal 300 € zurlckgezahlt wer-
den konnen und der Kredit mit 12 % verzinst
ist? Wie hoch ist eine Rickzahlungsrate?

3. Folgen und Reihen

Achilles und die Schildkréte

Auf Zenon von Elea, einen griechischen Philo-
sophen im 5. Jh. v. Chr., geht folgendes Para-
doxon zuruck. Zenon will zeigen, dass unsere
naive Vorstellung von Bewegung nicht zutreffen
kann.

Achilles tritt zum Wettlauf gegen eine Schildkréte
an. GroBzligig gewéhrt er ihr 100 Schritte Vor-
sprung. Achilles I&uft zehnmal schneller als die
Schildkréte, und doch kann er sie nicht einholen:
Rasch legt er die 100 Schritte Vorsprung zurtck,
aber die Schildkréte ist inzwischen zehn Schritte
weitergekrochen. Achilles lduft zehn Schritte, die
Schildkréte einen und hat immer noch Vorsprung.
Achilles macht einen Schritt, aber die Schildkrote
bleibt einen Zehntelschritt voraus. Immer wenn
Achilles den Punkt erreicht, wo die Schildkrote
gerade war, ist sie schon wieder ein winzig kleines
Stick weiter. Er kann sie nicht einholen.

Diese Schlussfolgerung ist absurd, doch in einer
Hinsicht hat Zenon recht: Um die Schildkrote
einzuholen, muss Achilles den Weg

1
100

zurucklegen. Jede endliche Anzahl von Sum-
manden ware immer kleiner als s.

- 1
s=100+10 + 1+ 45 + + ..

Doch das Paradoxon (= vermeintlicher Wider-
spruch) 16st sich auf, wenn wir mit Reihen argu-
mentieren.

a) Bestimme den Weg, den Achilles zurlicklegt,
bis er gleichauf ist!

b) Dass Achilles genau zehnmal so schnell wie
die Schildkrote lauft, ist sehr unwahrschein-
lich. Formuliere den Weg von Achilles, wenn
er k-mal so schnell ist wie die Schildkrote
(bei gleichem Vorsprung s)!

c) Wie wirdest du die Aufgabe ohne Reihen
I6sen?

Hinweis: Nimm an, dass vy die Geschwindig-
keit der Schildkréte ist und v, die Geschindig-
keit von Achill und somit gilt: v, = k - v,.
Setze eine entsprechende Gleichung an!
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Fraktale

Schneeflockenkurve

NGt

Die jeweils neuen Zacken sollen im mittleren
Drittel der Seitenlinie ansetzen. Nimm an, dass
die Seitenlange s = 1 seil

a) Berechne den Umfang der 1., 2. und 3.
Schneeflockenkurve.

b) Berechne den Umfang der n-ten Schneeflo-
ckenkurve.

c) Zeige, was passiert, wenn n — oo geht.

d) Berechne den Flacheninhalt der 1., 2. und
3. Schneeflockenkurve.

e) Berechne den Flacheninhalt der n-ten

Schneeflockenkurve.
f) Zeige, was passiert, wenn n — oo geht.

g) Kann eine endliche Flache einen unend-

lichen Umfang besitzen?

Sierpinski-Teppich

== e
(] . ol Jo| B ke
| [oBo EEc
(S —

Aus einem Einheitsquadrat wird ein quadra-
tisches Stick mit einer Seitenlange von %
herausgeschnitten. Das verbleibende Stuck
wird in acht Teilquadrate unterteilt und aus je-
dem einzelnen wird wieder jeweils ein quadra-
tisches Stuck herausgeschnitten usw. Durch
diesen Prozess entsteht eine Folge (A,) von
lickenhaften Flachen.

a) Berechne den Umfang und den Flachenin-

halt des 1., 2. und 3. Teppichstticks.

b) Berechne den Umfang und den Flachenin-

halt des n-ten Flachenstucks.

c) Zeige, dass die Folge der Flacheninhalte (A,)

gegen O konvergiert.

d) Zeige, dass die Folge der Umfange (u,) di-

vergiert, also uUber alle Grenzen wachst.

e) Kann es eine Figur mit Flacheninhalt null

und unendlich groBem Umfang geben?

410

an

412

Summenzeichen

Eine Summe a, + a, + a; + .+ a, kannst du
kurzer in der Form

n

> a,

k=1

schreiben. Das Zeichen > (Sigma) steht dabei
fur die Summe (lies: ,Summe aller a, von 1 bis
n*“). Die Summe der ersten 10 Quadratzahlen
lasst sich dann z. B. so anschreiben:

10

2 K=

k=1
Liegt eine unendliche Reihe vor, so kannst du

kZ:L o

Schreibe mithilfe des Summenzeichens > :

1+ 22+ 3%+ ... + 10> = 385

schreiben:

a) 3+32+3%+ ... +3%
b) 1+3+3+..+3°
c)2+2-22+3.2%+ ... 4+49-2°
1 1 1
d) —+Z+§+...
1 1
e) 1——+4—§+...

f) 3+12+ 48 +192 + ...

Berechne folgende arithmetische bzw. geome-

trische Reihen:
100

a) > k
k=1
o 2 (3f

100

b) 2. (2k — 1)
k=1

d > 10*
k=1

Berechne folgende geometrlsche Reihen:

a) Z 0,2 b) k;(Z)
0 3

Hinweis: Achte auf den richtigen Startwert!

10

o 2 (3)

—{_Umwandeln einer periodischen Dezimalzahl in einen Bruch

413

414

Periodische Dezimalzahlen kénnen als unend-
liche geometrische Reihen aufgefasst werden,

—_ 3, _3
z.B.: 0,3 +100+1000+...

mit b1= und q=1—10

E
Verwandle mithilfe der Summenformel fir die
unendliche geometrische Reihe in einen Bruch:
a) 0,27 b) 0,7 c) 1,5

d) 0,25 e) 0,90 f) 0,909

Begrinde mithilfe der Summenformel fur die un-
endliche geometrische Reihe, warum 0,9 = 1 ist.



. Sprache der Mathematik

Thema reelle Zahlenfolgen - Ordne richtig zu!

Verbale Beschreibung

1. Folge der Quadratzahlen in expliziter Darstellung

Formale Beschreibung

()b, =3" mtneN’

2. Folge der geraden Zahlen in rekursiver Darstellung C] b,,,=b,*2, by=2
3. Folge der Dreierpotenzen in expliziter Darstellung C] a,=n’> mtneN
4. Folge der Zweierpotenzen in rekursiver Darstellung C] b,.,=b,+2, by=0

Thema Eigenschaften von Zahlenfolgen - Ordne richtig zu!

Verbale Beschreibung Formale Beschreibung

eine streng monoton wachsende Zahlenfolge >a, Vne N*

n+1

eine monoton fallende Zahlenfolge
eine konstante Zahlenfolge

eine alternierende Zahlenfolge
eine nach oben beschrankte Folge

<a, VneN
-a,<0, v neN

a, > S, furbeliebige S € R

© 0 r w N PR

a
a,
a,
a, S fireinSeRund V ne N’
3
a

DDDDDD

eine unbeschrankte Folge hi1=a, YneN

Thema Grenzwerte - Ordne richtig zu!

Verbale Beschreibung Formale Beschreibung

Qlm5=0

im(1+5+5+.. ++5)=co

1. Der Grenzwert einer Folge ist null.
2. Alle Folgenglieder ab einem ny, kommen dem

Grenzwert beliebig nahe. B=2
3. Die Folge < ist eine Nullfolge. () Jima,=0
4. Die Reihe der Stammbruche ist divergent. C] la, —al<e,Vn>n,unde >0

Thema arithmetische und geometrische Folgen - Ordne richtig zu!

Verbale Beschreibung Formale Beschreibung

1. eine arithmetische Folge in expliziter Darstellung C] b,.,=Db,*q

2. eine arithmetische Folge in rekursiver Darstellung () b,=b,-q""*
3. eine geometrische Folge in expliziter Darstellung C] a,,,=a,tk
4. eine geometrische Folge in rekursiver Darstellung C] a,=k-n+ a,

Thema arithmetische und geometrische Reihen - Ordne richtig zu!

Verbale Beschreibung Formale Beschreibung

1. die Summe einer endlichen arithmetischen Reihe () by~ 1—Eq
2. die Summe einer endlichen geometrischen Reihe ()5, +a,)
3. die Summe einer unendlichen geometrischen Reihe C] b, - 11%0,1

Thema Finanzmathematik - Ordne richtig zu!

Verbale Beschreibung Formale Beschreibung

1. der jahrliche Aufzinsfaktor bei einem Jahreszinssatz von p () %q
2. der aquivalente monatliche Aufzinsfaktor C] q=1+ —+5 100
3. der Wachstumsfaktor der stetigen Verzinsung lim (1 + F) =e
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Kaninchenvermehrung

Die folgende Aufgabe geht zurlck auf den italienischen
Rechenmeister Leonardo da Pisa (ca. 1180-1241,
genannt Fibonacci, was so viel heifdit wie ,,Sohn des
Bonacci®). Sie stammt aus seinem 1202 erschiene-
nen Buch ,Liber Abaci“.

Wie vermehren sich Kaninchen, wenn folgenden drei

Annahmen zutreffen?

a) Jedes Kaninchenpaar wird im Alter von zwei Mona-
ten gebarfahig.

b) Jedes Paar bringt (von da an) jeden Monat (im
Durchschnitt) ein neues Paar zur Welt.

c) Kein Kaninchen stirbt wahrend des betrachteten
Zeitraums.

Das Baumdiagramm zeigt das Fortpflanzungsverhalten
der Kaninchenpaare:

X
Monat | x: nicht gebarfahig
0: gebarfahig

PN

2

. N
AN SN

(|) x/ \O x/O\O (|) x/ \0

Diese Annahmen fuhren auf die berihmte Zahlenfolge:
(1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55; 89; 144; 233; ...)
Fur die einzelnen Folgenglieder gilt dann der bemer-

kenswerte Zusammenhang:
fn+1 = fn + fnfl

Die Fibonacci-Folge besitzt zahlreiche erstaunliche
Eigenschaften:

(1) Je zwei benachbarte Fibonacci-Zahlen sind teiler-
fremd: ggT(f,f,.,) =1

(2) Das Quadrat jeder Zahl (ab der zweiten) ist um 1
kleiner oder groRer als das Produkt der vorherge-
henden und der nachfolgenden Zahl:
1°=1-2-1, 2°=1-3+1,
3F¥=2.5-1, 52=3-8+1,...

(3) Die Summe der ersten n Folgenglieder ist um 1
kleiner als das (n + 2)-te Folgenglied:

1=2-1, 1+1=3-1, 1+1+2=5-1,

Die Fibonacci-Zahlen
und der Goldene
Schnitt

Berechnet man den Quotienten zweier aufein-
anderfolgender Zahlen in der Fibonacci-Folge
< A, 2, 85 SaNs

17 a7 29 L3R
Schritt zu Schritt (immer bessere) Naherungs-
werte fur die Zahl @, den Goldenen Schnitt
(sectio aurea).

> so erhalt man von

Tritt bei einem Bild oder Bauwerk die Propor-
tionx : y =y : (x + y) auf, so wird diese als
besonders asthetisch empfunden.

Fir ein Rechteck heilt das, dass sich die
kurzere Seite zur langeren so verhalt wie die
langere zur Summe der beiden Seiten.

1+1+2+3=8—-1...

(4) Die Summe der Quadrate der ersten n Folgenglieder ist gleich dem Produkt aus dem n-ten und (n + 1)-ten
Folgenglied: 12=1-1, 1?+1*=1-.2, 12 +12+22=2.3, 12 +12+22+32=3.5, ...
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Die Fibonacci-
Zahlen in der Natur

Blatter und Bliten ordnen sich oft zu
Spiralmustern. Zahlst du die Spiralen in
der einen und anderen Richtung, entdeckst
du meist aufeinander folgende Fibonacci-
Zahlen: 5 (Agave), 8 und 13 (Zapfen), 13
und 21 (Grafik), 21 und 34 (BlUte).

N7

““:iI {l’( .i/

Beim regelmafigen Fiinfeck bildet das Verhaltnis von Seite und
Diagonale ebenfalls einen Goldenen Schnitt.

Gehen wir von den beiden markierten Dreiecken, die zueinander
ahnlich sind, aus. Nennen wir den Schenkel im kleineren Dreieck
x und die Seite des Funfecks y, so ergibt sich fur die Diagonale
d = x + y. Somit taucht auch hier plotzlich der Goldene Schnitt
auf, wenn wir das Verhaltnis von Schenkel zu Basis im kleinen und
groRen Dreieck betrachten:

X:y=y:(x+y)

Um das Verhaltnis zu berechnen, kirzen wir die Proportion
durch x:

18 ¢ (2o

7
X
A . . N 2

nennenwir - =¢ = 1:9=9¢:(1+¢) = ¢ =1+9¢

Wir erhalten so die quadratische Gleichung: ¢> — ¢ — 1 =0

Die Losungsformel fur quadratische Gleichungen liefert dann

0, = 1 t2\/§. Die beiden Lésungen werden mit dem griechi-

schen Buchstaben ® bzw. @ bezeichnet, es gilt:

® =125 = 1 618033988749894848204586834365638 ...

$=15-1-p=-

S|

FUr den Goldenen Schnitt gilt nun aber ® = 1 + %, woraus sich
durch wiederholte Anwendung ergibt:

D=1+

Wenn man man diesen Kettenbruch irgendwo abbricht, so erhalt
man als Naherungswert einen Bruch, dessen Zahler und Nenner
aufeinander folgende Fibonacci-Zahlen sind.

3 T
|

- Mehr zu diesem Thema gibt es unter: http://www.thema-mathematik.at
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. Meine Kapitelcheckliste zu Folgen und Reihen

— G D

(d.h. ich kenne, ich kann beschreiben, (d.h. ich kann darstellen, berechnen, z.B.
sagen, erklaren, verdeutlichen, ... ) interpretieren, begriinden, finden ...) Aufgaben

BlRA@m&  Reelle Zahlenfolgen -

(J ... was eine explizite und eine rekursive (J ... Glieder einer Folge berechnen. ... 2568, 259
Darstellung einer Folge ist. (J ... eine gegebene Folge grafisch ... 261,274
() ... wie sich Folgen grafisch darstellen darstellen.
lassen. () ... explizite und rekursive Darstellungen ... 263, 264,
einer Folge finden. 265

Elh@mR& Eigenschaften von Folgen

(J ... was unter der Monotonie einer Folge (J ... das Monotonieverhalten einer Folge ... 276,277
zu verstehen ist. ermitteln.
O . was untere und obere Schranken Q .. entscheiden, ob eine Zahl eine ... 291, 292
einer Folge sind. Schranke einer Folge ist.
(J ... die Beschranktheit einer Folge .. 297
untersuchen.

Elh@mna Grenzwerte !

@ . was ein Grenzwert einer unendlichen (J ... Grenzwerte mithilfe der Definition des ... 310
Zahlenfolge ist. Grenzwertes bestimmten.
@ . was konvergent und divergent (J ... Grenzwerte mithilfe der Grenzwert- ... 313,314
bedeutet. satze berechnen.
(J ... was eine Nullfolge ist.
O . wie Grenzwerte verknUpft werden
konnen (Grenzwertsatze).
Elh@mn&E Arithmetische und geometrische Folgen
@ . was eine arithmetische Folge ist. (J ... aus expliziten und rekursiven Darstel- ... 331
() ... was eine geometrische Folge ist. lungen die einzelnen Folgenglieder
berechnen.
(J ... entscheiden, ob eine arithmetische ... 438
oder eine geometrische Folge
vorliegt.
(J ... fir arithmetische und geometrische ... 333, 347
Folgen explizite und rekursive
Darstellungen angeben.
I ®h@mna Arithmetische und geometrische Reihen
() ... was eine arithmetische Reihe ist. () ... entscheiden, ob eine arithmetische ... 441
O . was eine geometrische Reihe ist. oder eine geometrische Reihe
@ . die Summenformeln fur die arithme- vorliegt.
tische und die geometrische Reihe. () ... die Summen von endlichen arithme- ... 359, 366
tischen und geometrischen Reihen
berechnen.
(J ... entscheiden, ob eine unendliche ... 444

geometrische Reihe einen Grenzwert
besitzt, und diesen ermitteln.
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0000

— G r— G

.. dass ein Kapital zu unterschiedlichen

®Rh@mn& Anwendungen in der Finanzmathematik

... was ein Auf- bzw. Abzinsfaktor ist. () ... Endwerte und Barwerte ermitteln.
... was Endwert und Barwert sind. (J ... Kreditraten berechen.
.. was vor- und nachschussig bedeutet. () ... effektive Zinssatze berechnen.

Zeitpunkten unterschiedlich bewertet
wird.

®Bh@mna Die Zahl e

.. welche Bedeutung die eulersche Zahl | () ... natirliche Logarithmen berechnen.

hat und wie grof3 ihr Wert ungefahr ist.

.. den Zusammenhang zwischen der
Zahl e und dem naturlichen Logarith-
mus

| B —

Kompetenzen fliir meine Matura

J Ich kann mit Folgen in expliziter und rekursiver
Darstellung umgehen.

(J Ich kann erklaren, was der Grenzwert einer Folge ist.

@

Ich kann die Grenzwerte einfacher Folgen ermitteln.

(J Ich kann die Glieder von arithmetischen und
geometrischen Folgen berechnen.

O Ic.h kann die Summen arithmetischer und geome-
trischer Reihen bestimmen.

(J Ich kenne die Zah| e.

... 378, 384
... 394
... 404

... 415, 416
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. Teste dein Wissen!

Kreuze die richtigen Antworten an!

Losungen zu allen Aufgaben findest du in: Thema Mathematik 5 Losungen (SBNR 145.638)

481

482

483

484 ) Um

94

a)
b)
c)

d)

a

~

b

~

[

~—

d

~

e

~—

f)

a

~

b)

c)

d)

a)

a, = % *n — 2 ist streng

monoton wachsend.

a, = (%)” — 2 ist streng

monoton wachsend.
a, = (_1)/1
a,=2"—1 .iststreng
monoton wachsend.

ist konstant.

Jede streng monoton wach-
sende Folge ist divergent.
Jede beschrankte Folge ist
auch konvergent.

Jede konvergente Folge ist
auch beschrankt.

Jede unbeschrankte Folge
ist divergent.

Jede divergente Folge ist un-
beschrankt.

Jede monoton fallende Folge
hat eine obere Schranke.

Eine arithmetische Folge ist
ein Spezialfall einer linearen
Funktion.

Bei geometrischen Folgen ist
die absolute Anderung zwi-
schen aufeinander folgenden
Folgengliedern konstant.

Bei arithmetischen Folgen ist
die relative Anderung zwi-
schen aufeinander folgenden
Folgengliedern konstant.

Der Quotient zweier aufeinan-
der folgender Folgenglieder
einer geometrischen Folge
ist stets konstant.

welche Folge handelt es sich?

a

n

29

e .

—gdL
—all

() arithmetisch (J geometrisch (J weder noch

o
-
N
W
SN 2
ot

* O+
=0

wahr

QO
QO
O
QO

wahr

O

O
O
O
QO
O

wahr

O

@

O

O

falsch

QO
QO
QO
QO

falsch

O

O O 0O 0O O

falsch

O

QO

O

O

b)

i IR e o o
15T L4
14+ o
0,5+
n
of 1 2 3 4 5 6 7 8 9
(J arithmetisch () geometrisch () weder noch
C] a
) 19 "
0,51 .
*
| | . L | ¢n
Y 1 2 3 4 5 6 7
() arithmetisch () geometrisch () weder noch
d 4a
19 * . * L2
n
of 1 2 3 4 5 6 7 8 9
I — ° ° ° °

() arithmetisch () geometrisch () weder noch

a)

b)

d)

a)

b)

d)

e)

Die Summe von zwei
konvergenten Folgen ist
immer konvergent.

Die Summe von zwei
divergenten Folgen ist
immer divergent.

Das Produkt einer
beschrankten Folge und

einer Nullfolge ist immer

eine Nullfolge.

Der Quotient zweier
beschrankter Folgen ist
immer konvergent.

Eine arithmetische Folge
konvergiert wenn | k| < 1.
Eine geometrische Folge
konvergiert wenn |q| < 1.

Eine Summe einer end-
lichen arithmetischen
. . a, +ta
Reihe ist —
Eine Summe einer end-
lichen geometrischen
— A

Reihe ist

n

1-q °

. . 1 1
DleRelhe1+§+§+
1—16 + ... ist konvergent.

wahr  falsch
O @
Q @
Q @
Q @

wahr  falsch
Q @
Q @
O @
Q @
Q @



Vektoren legen Punkte im Koordinatensystem fest, geben Wegstlcke in bestimmten Richtungen an oder
speichern allgemein Daten. In diesem Kapitel wirst du die Lage von Punkten im raumlichen Koordinaten-
system, gerichtete Wegstrecken sowie Geraden und Ebenen mit Vektoren beschreiben und entsprechende

Berechnungen kennenlernen.

Die Aufgabenstellungen zeigen dir auRerdem, wie du dreidimensionale Objekte im Schragriss skizzieren

kannst.

Koordinaten im Raum

Z

S=(214|7)

lektorielles Produkt und Normalvektor

4?:;-:’ i "
5 \\ ) .
N L
’\/ P

And lghs*chel Geometrie

des llau:nes ~_|

S=llD ) / Rechnen it Vektoren

i

3
z+[1

Ebene in Parameterform

>\

[ ]
[e:X-A+32:23]

Ebene in Normalvekdorform

Al
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4.1 Vektoren im Raum

Positionen (Punkte) und Wegbeschreibungen (Pfeile) in der Ebene kdnnen wir mithilfe von Zahlentupeln
angeben, im Raum werden wir nun dazu Zahlentripel verwenden.

Ein Vektor im Raum ist ein Zahlentripel.

Grundvorstellung: Ein Vektor beschreibt eine Position (Punkt) oder einen Weg (Pfeil).

Bemerkung:
Wie in Band 5 werden wir Vektoren wieder (je nach Bedarf) in Spalten- oder Zeilenform anschreiben.

Zwei Vektoren sind dann gleich, wenn sie in allen drei Koordinaten Ubereinstimmen.
X —X
y -y
V4 —Z

Istv = so wird —v = als Gegenvektor zu v bezeichnet.

Mit dem raumlichen Koordinatensystem legen wir den Ort von Objekten im Raum fest. In der Zeichenebene
wird es als Schragriss dargestellt. Wir zeichnen dazu die x-Achse schrag (unter 45°) und verkurzen darauf
alle Abstande auf die Halfte.

487 stelle die Punkte A(3|5|2) und B(9|-1|5) und den Weg AB von A nach B im Koordinatensystem
dar!

Ausfiihrung: Punkt A: Gehe 3 E nach vorn, 5 E nach rechts und 2 E nach oben.
Punkt B: Gehe 9 E nach vorn, 1 E nach links und 5 E nach oben.

B
A(3|5[2) . 9 3 6
vy, AB=|-1|—-|5]|=|-6
' 5 2 3
3 12
_______ J

Die Koordinaten des Vektors AB berechnest du genauso wie bei Vektoren in der Ebene mit der

—

»Spitze-minus-Schaft-Regel“: AB =B — A

Wenn der Punkt A und die Wegbeschreibung AB bekannt sind, kann die ,Spitze-minus-Schaft-Regel”
wieder umgekehrt verwendet werden, um die Position von B zu bestimmen:

B=A -+ AB

488 ) Die Seitenflachen eines Parallelepipeds ABCDEFGH sind Parallelogramme. Daher sind jeweils vier
Kanten des Parallelepipeds parallel. Gegeben sind die Koordinaten der Eckpunkte A(1]0]|0),
B(2|5|1),D(0|1]2) und E(2]1|5). Berechne die Koordinaten der fehlenden Eckpunkte!

Ausfuhrung: Aus der Angabe berechnen wir die Vektoren der Kanten AB, AD und AE:
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489

430

a7

432

433

494

4. Analytische Geometrie des Raumes

— 1 . -1 . 1
AB=|5 AD =| 1 AE =11
1 2 5 . .
Berechne die Eckpunkte paralleler Kanten (DC = AB) durch
Vektoraddition: . . 0 1 1
C=D+DC=D+AB=|1|+|5|=|6
2 1 3
. 2 1 3 . 2
F=B+AE=(5]|+[1]|]=|686 Analog: G=C+ AE=|T7|,
X 1 5 6 8
N 1
H=D+AE=|2
7
Ergebnis: C(1|6|3), F(3]6]6), G(2]7]8), H(1]2]7)
Aufgaben
Beschreibe den Weg von A nach B mit einem 495 ) Die Basiskante eines quadratischen Prismas
Vektor: ist 5 E, seine Hohe 7 E lang. Gib die Koordina-
a) A(1]0]3), B(5|7|3) ten der Eckpunkte an, wenn alle Koordinaten
5 B o positiv sind und ein Eckpunkt des Prismas im
b) A(12|24|1 3) B(2| 7| 6) Koordinatenursprung liegt!
c) A(ilglg), B(2]0|1)
d) A(0,1]2,4]3,6), B(2,3|1,7]0,5) 436 ) Einem Wirfel mit Seitenlédnge 2 E ist ein Okta-

Beschreibe die Wege von A nach B und von B
nach C mit Vektoren.

a) A(2|0]1), B(-3|4,2), C(4|6]|5)
b) A(-3]-7/8), B(2|2]2), C(5|8]7)

Die Basiseckpunkte eines Quaders liegen in
der xy-Ebene: A (4|-1|0),B(5/3]0),C(-1|6]0),
D(0|1]0). Der Quader ist 4 E hoch.

Bestimme die Koordinaten aller Eckpunkte der
Deckflache!

Die Kanten eines Wiirfels sind parallel zu den
Koordinatenachsen. Die Eckpunkte A(5|0]|0),
D(0]0]0) und E(5|0|5) sind gegeben.
Bestimme die Koordinaten aller anderen Eck-
punkte!

Uberpriife, ob durch ABCD [A(-6]|10]-1),
B(-4|0]3),C(2|-6]5), D(0]|4]|1)] ein Parallelo-
gramm festgelegt wird, d. h. ob gilt:

AB = DCund BC = AD S
\
Welche Wege in der /H/ |
Figur werden mit //‘“C ry——=xG
— Ny
dem Vektor a) AB, /4 >k N
b) AE, c) EG be- F ; F
schrieben? DL———+-——J¢
s I
Zeichne sieals Pfeile |~~~
ein! A B

eder eingeschrieben. Die Oktaederpunkte sind
die Seitenmitten der Wurfelflachen. Der Wurfel-
punkt O liegt im Ursprung eines xyz-Koordina-
tensystems.

a) Gib die Koordinaten der Oktaedereckpunk-
te an!

b) Beschreibe die Kanten des Oktaeders mit
Vektoren!

@Die Koordinaten der Basiseckpunkte eines
sechsseitigen geraden, 2 E hohen Prismas lie-
gen in der xy-Ebene: A(2]|0|0), B(4]2]0),
C(4|6|0), D(0|8]|0), E(-2|5|0), F(-1]2]0).
Bestimme die Koordinaten der Eckpunkte der
Deckflache!

8 wie lassen sich mit dem Computeralgebra-
system Vektoren numerisch, algebraisch und
grafisch darstellen? Wie kann die Endposition B

ermittelt werden, wenn A und AB bekannt
sind?
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4.2 Rechnen mit Vektoren im Raum -
Betrag eines Vektors

Addition von Vektoren
Vektoren addieren wir komponentenweise:

Fiige den FuBpunkt des Vektors b an die Spitze des Vektors a: Du er-
haltst den Summenvektor, wenn du den Fupunkt des ersten Vektors mit
der Spitze des zweiten Vektors verbindest.

Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar
Vektoren multiplizieren wir komponentenweise mit einem Skalart € R: t -

‘<m xm

~ o~ ~+

Q

N

Zwei Vektoren a und b sind genau dann parallel, wenn es eine reelle Zahl t gibt, sodass der eine
Vektor ein Vielfaches des anderen Vektors ist,d. h. @ =t - b gilt.

. R -2 . 0,8
499 Uberprufe, ob die beiden Vektorena = | -5 |und b = | 2 | parallel sind:
6 -2,4
Ausfithrung: Ja,daa =t - b gilt.
2 0,8 -2=t-0,8 = t=-2,5 R
5|=t-| 2 |, daher: -5=¢t-2 = t=-25 also a =—25-b
6 2.4 6=t-(24 = t=-25
Betrag eines Vektors
- 6
300 Berechne den Betrag des Vektors v = | 6 |.
3

Ausfiihrung: Berechne die Lange der Raumdiagonale
des ,Koordinatenquaders®:

d, =V6> + 62 =72
V|=V72 +32=81=09

Ergebnis: Der Vektor v ist 9 E lang.

Betrag eines Vektors im Raum
Der Betrag eines Vektors gibt die Lange des V] =
ihm entsprechenden Weges an.

O

Der Betrag eines Vektors im Raum ist nicht negativ. Der Nullvektor 6 hat den Betrag |0 | = O.
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501

502

503

504

5035

506

507

4. Analytische Geometrie des Raumes

——{( Aufgaben
Addiere: 509 ) Von einem geraden vierseitigen Prisma sind die
3 5 7 -7 Koordinaten der Eckpunkte der Basisflache ge-
a) _72 * 73;3 b) 785 + 24 geben:
; 3 " h 1o A(4]-1|0), B(5]3]0), C(-1|6|0), D(0|1]0).
c)|2]|+]|4 d) | 18 |+]| 21 a) Berechne die Koordinaten aller Eckpunkte
-8 1 25 14 des Prismas mit der Hohe h = 3 E.
b) Berechne alle Kantenvektoren.
Berechne:
5 1 1 -2 510 o | A .
a)a-[2]-|7 b) 2-[3|+3-|a Berechne o;le Lange der foIYgenden Vekto:/%
1 3 4 5 = B = y =
a)a=|2 b)b=(\5 c)c=| -3
5 1 1 -1 7 -4
c) 3:(2|—-(7]|]+2-|1
1 3 0 o
1 1 2 511) Berechne den Abstand AB:
RS A b R a) A(4]0]5), B(1]8[9)
b) A(-2|1[-3), B(2|7]5)
Berech .2 i 9 c) A(3]-2|3), B(2|-6]-4)
erechnemit a = 4 | un =1-3
8 5 d) A(2]2]7), B(-1[3]7)
a)5-a b)3-b ¢)(-1):b d)O-a
512 ) Berechne den Umfang des Dreiecks AABC:
o 2 . 3 a) A(3|3|4),B(3[4[3),C(4]3]3)
Berechne mit a = —51 und b = _24 b) A(O|2|8),B(1|1|8),C(2|0|8)
c) —3a +2b d) 5a +4b 513 ) Eine dreiseitige Pyramide ist durch die Koordi-
. . ) . naten ihrer vier Eckpunkte A (1]-213), B(3]4|2),
Uberprufeéob die Vek_tgren parallel sind: C(-2|5|1), S(0]2|8) festgelegt.
aya=1] b=|-3
5 -15 Es soll ein Drahtmo-
1,4 R 7 dell angefertigt wer-
b) a =(-05]| b=|-25 den.
2,3 4,5 Welche Drahtlange
ist (mindestens) er-
R a, ich?
& =|a | teR. Zeige durch direktes Nach- forderlich?
a, - R
rechnen, dass gilt: |t-a| = |t|-]|a]
Flir den Schwerpunkt S eines Dreiecks AABC 514 ) Einheitsvektoren haben die Lénge 1.
gt s =AX8+EC Es gilt wie in der Ebene: &, = ﬁ -a
Berechne die Koordinaten des Schwerpunkts: Berechne die Einheitsvektoren!
a) A(1|7]3), B(4|-2|1), C(1]|4|6) . (3 - 1
b) A(-5|3|0), B(-2|-1|3), C(1]46) aa=|e A
c) A(7|-2]3), B(-1]1]1), C(3]|7|8) - 5 . 3
c) ¢c =|-10 d) d=|-6
Berechne die Koordinaten des Punktes D des 10 -6
i !
Parallelogramms ABCD und seinen Umfang! 515) B Wie lasst sich mit dem Computeralgebra-

a) A(4|-1]5), B(7|2]3), C(-3]0|2), D
b) A(3|1]6), B(8|-1|-4), C(2|-2|-4), D
c) A(0|11]2), B(6]4]0), C(3]0]|9), D

system

a) die Lange eines Vektors,
b) der Einheitsvektor ermitteln?
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. 4.3 Das skalare Produkt

Das skalare Produkt der Vektoren a und b ist definiert als:
bX
b,

y

=a, b, +a b +a,b, Das skalare Produkt ist eine reelle Zahl.
bZ

Q|
=

oy

Siehe Thema Mathematik 5, Seite 192.

Das skalare Produkt zweier Vektoren a und b ist genau dann null, wenn
die Vektoren a und b aufeinander normal stehen: a:b =0 < a Lb

Vektorielle Winkelformel
Fur den (eingeschlossenen) Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren a und b gilt: Cos ¢ =

Betrachte die Beziehung: & - b =cos ¢ |a|-[b|
b=0 = cos¢= O = ¢=90° = alb
a Lb = cosp=0 = a-b=0

316 Bestimme die fehlende Koordinate ¢ so, dass die Vektoren @ = und b =

2
7
aufeinander normal stehen! -1

Ausfithrung: Verwende das Orthogonalitatskriterium a + b = 0:

- 2 3
a‘b=|7 -4|=6-28~—-_c¢ = 0=-22-¢c = c¢c=-22
-1 c
. 3 = 2
Ergebnis: Der Vektor b = | -4 | steht normal auf den Vektora = | 7
-22 -1

Die Lange der Normalprojektion 55

Wir berechnen die Lange der Normalprojektion |5g| des Vektors b auf den Vektor a:

Far den Winkel ¢ gilt: cos ¢ = 5,

|5|
Ebenso gilt: cos ¢ = |5| T)5|
Setze gleich und multipliziere mit |b|, daher: |;| = %
Da |ZT| = a, ist, ergibt sich: |b,| = |a| =b- fiir —90° < ¢ < 90°.

Da die Orientierung der Vektoren keine Rolle spielen soll, verwenden wir den Betrag:

Wird ein Vektor b auf einen Vektor a projiziert, so gilt fiir die Lange des (normal-)projizierten
Vektors:  |b,| = |b - &,

Bemerkung:
Der Unterstrich in der Schreibweise b, soll anzeigen, dass die Projektion von b parallel zu a liegt.
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——( Aufgaben

17

918

519

520

521

4. Analytische Geometrie des Raumes

Berechne das skalare Produkt und Uberprife,
ob die Vektoren aufeinander normal stehen.

3 . 2 1\ _ |5
a)a=|5|b=|-1|b)a=|7]| b=|1
-2 1 -3 4
4\ 5 8\ _ 2
c)a=|-4|b=|10|dya=[-3|,b=|0
5 4 3 -5

Bestimme die fehlende Kgordinate so, dass die
beiden Vektoren & und b aufeinander normal
stehen:

- 2\ _ a - -1\ _ 3
a)a=|1|,b=({3]|b)a=|5|,b=|0b
-5 -2 -2 -2

3. 1 -7\ . | d
c)a=(2|b=|3]| da=|—2]|b=|-7
1 c 2 7

Besthme den Winkel zwischen den Vektoren &

1\ (4 -4\ 7
a)a=|(2|,b=|5]| b)a=|2|b=|-8
3 6 5 10
1\ . (7 3 . 4
c)a=|0|,b=(1| da=|1]|b=|-=2
0 0 -2 -3

Berechne die Lange der Normalprojektion |b, |
des Vektors b auf den Vektor a:

2y L 1
a)a=|11] b=|0
2 2

- 3\ . 2
b)a=(1), b=1|4
0 1
(4} . |10
c)a=|(1)|, b=|-7
0 16

. 1) 5
da=(2), b=|38
-3 -7

a) Begrliinde, dass bei der dargestellten Pyra-
mide die Normalprojektion der Seitenkante
AS auf die Diagonale AC der Basis genau der
Strecke AM entspricht!

z
S

522

523

524

525

b) Berechne fur die Pyramide ABCDS
[A(2]-2|0), B(2]2]0), C(-2]2]0), D,
S(0]0]4)] den Winkel unter dem die Seiten-
kante AS gegen die Basisebene ABCD ge-
neigt ist.

a) Wie lasst sich bei zwei vorgegebenen Vek-
toren ein Vektor w ermitteln, der in Richtung
der Winkelsymmetrale zwischen den beiden
Vektoren zeigt? (Zwei Losungen!)

b) Uberpriife deine Uberlegungen anhand der
Vektoren U = (2]|-3|-1) und v = (-4|5|2).
Hinweis:

Zeige, dass X (u,v) =2 - % (U, w) ist.

Durch den Vektor € = (-2|0|-3) wird ein Licht-
strahl beschrieben. Er trifft auf eine in der xy-
Ebene liegende ebene Glasplatte und wird an
dieser teilweise reflektiert und teilweise gebro-
chen. Die Glasplatte ist durch ihren Normal-
vektor n = (0]|0|1) festgelegt.

a) Zeige, dass das Reflexionsgesetz gilt, d. h.
dass der Einfallswinkel oo = 180° — X (€, n)
gleich dem Reflexionswinkel B = X (r,n)
ist, wenn der reflektierte Strahl durch
r = (—2|0]3) beschrieben wird.

b) Der Vektor g = (-2|0|-4) beschreibt den
gebrochenen Lichtstrahl. Berechne, wie grof
der Brechungswinkel yist.

Zeige durch Nachrechnen, dass fir das skalare
Produkt die Beziehungen

(1) |a| =Va? und (2) |af? =a? gelten.

B Entwickle mit dem Computeralgebrasystem
eine Funktion, die bei Eingabe zweier Vektoren

a) den Winkel zwischen diesen Vektoren,

b) die Lange der Normalprojektion des ersten
Vektors auf den zweiten Vektor ermittelt.
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. 4.4 Geraden im Raum

Wir haben bereits mit Parameterdarstellungen von Geraden in der Ebene gearbeitet. Nun wollen wir unser
Wissen auf den Raum Ubertragen. Es kommt dabei lediglich eine Koordinate hinzu.

Eine Gerade g wird durch einen (Einstiegs-)Punkt G und durch
den Richtungsvektor g beschrieben:
X
g Xt)=G+t-g, X=(y) ... allgemeiner Punkt auf g
z
G ... (Einstiegs-)Punkt fur g
te R (,Parameter”)

g ... Richtungsvektor fir g, RV (g)

Die Parameterform der Geradengleichung ist nicht eindeutig. Der Punkt G kann ein beliebiger Punkt
auf der Geraden sein, darUberhinaus kommt es auf die Lange des Richtungsvektors nicht an. Dieser
kann beliebig multipliziert werden, sodass er ,moglichst einfach“ wird.

526 ) Gib die Geradengleichung fir die Gerade g [A(3|-2]|5), B(1]2]1)] an.

Ausfiihrung: Bestimme den Richtungsvektor g und schreibe die Geradengleichung an:

. 1 3 -2 1
RV(): AB=|2|—|-=2|=|4|]||=2
1 5 -4 2
3 1
Ergebnis: g: X(t)=|-2|+t-|-2
5 2

321 Gib die Geradengleichung flr die Gerade g [A (—2|4|6), B(3|-3|2)] an und Uberprife, ob der Punkt
C(13|-17|-6) auf g liegt.

— -2 5
Ausfuhrung: g: X(t) =A+t-AB=|4 |+¢t-|-7
6 -4
13 -2 5 13=-2+5t = t=3
Ceg = C=A+t-g a7 l=|a | +t-|-7 daher: =17 = 4 — 7t = t=3
° 6 4 6= 6-4t = t=3

Ergebnis: C = A + 3 - g, der Punkt C liegt auf der Geraden g.

Grundvorstellung: Ein Punkt wandert auf einer Geraden.

528 ) Die Bahn eines Meteoriten wird beschrieben durch die Parameterform (Angaben in m)

300 110
met: X = -150 | + t| 180 Dabei soll der Parameter t die Zeit (in s) angeben.
1820 -140

a) An welchen Positionen befindet sich der Meteorit zur Zeit t, =0s, t,=5s, t;=10s?
b) Wie grof ist seine Geschwindigkeit?
c¢) Wann und wo schilagt der Meteorit am Boden (z = 0) auf?
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530

931

532

933
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300 110 850
Ausfiihrung: a) P, = (300|-150|1820); P,=|-150 | +5-| 180 | =| 750 |;
1820 -140 1120
analog P,, = (1400|1650|420)
b) v="EINLS _ 1(110|180(-140)| =~ 253 = Geschwindigkeit 253 m/s

c) z=1820+1t-(-140)=0 = t=13 = erschlagtnach 13 s auf; P,, =(1730|2190|0)

Aufgaben
Gib die Gleichung der Geraden g[G, g] an: @ & Gegeben ist die
= 3 quadratische
a) G(4]-56), g = 1 Pyramide ABCDS
5 [A(2]-2]0),
b) GO|7|1), € =| 3 B(2]2]0),
-4 C(-2|2]0),
c) G(2|7|-1), & = 721 D(-2|-2|0),
8715 S(0/0|4)]
S 2 a) Stellt die Gleichungen der Tragergeraden far
d) G(4|-2[7), & = _32 die Seitenkanten AS, BS, CS und DS auf.
b) Stellt die Gleichungen der Tragergeraden fur
Gib die Gleichung der Geraden g[A, B] an: die Seitenkanten des Basisquadrats auf.
a) A(2]0]5), B(-3|2]7) c) Vergleicht die Geradengleichungen aus b):
b) A(—1\4|7), B(2|—5|—1) Worgn erkennt ihr, dass zwei Geraden paral-
lel sind?
c) A(3]-2[4), B(-4[5]2)
d) A(1|8]-6),B(7]10]|3) @Gegeben ist die dreiseitige Pyramide ABCS
[A(-1]1]2), B(1]|5]0), C(-3|1]-1), S(0|0|5)].
Wahle geeignete Punkte auf den Koordinaten- a) Stelle die Gleichungen der Trégergeraden
achsen und gib die Geradengleichung aller Seitenkanten auf!
a) flr die x-Achse, b) fir die y-Achse, b) Untersuche, ob eine dieser Geraden durch
c) flr die z-Achse an. den Koordinatenursprung verlauft!

Uberpriife, ob der Punkt P auf der Geraden @Wie 535:
g[A, B] liegt: A(2|1]0), B(0]5|-2), C(-1]4]2), S(-2]1]7).

a) P(2]1/0),A(1]0]0), B(3]1]2) 37 82 i , .

b) P(3|-2|5), A(2|-3|4), B(6|1]8) e Dlskutlert, woran ihr feststellen_ konnt, ob
a) zwei Geraden g und h parallel sind,

c) P(6|3]5),A(4[1[3), B(5]2]4) b) zwei Geraden g und h aufeinander normal

d) P(2]6]-5),A(-1|3|-5), B(1|5|-5) stehen.

Bestimme die fehlende Koordinate des Punktes 538 ) Ein Flugzeug befindet sich auf geradliniger Bahn,

P so, dass er auf der Geraden ¢ liegt! die durch die angegebene Parameterdarstellung
. 1 2 beschrieben wird. (1L E =1 m, tin s)
a) g:X(t) = % +t- —01 . P(7]-2]c) 250 110
3 1 f X(t)=1{120 |+ t| 30
b) & X(t)=|2|+t-| 2] P(a]10/-20) 0 6
-4 -4 a) An welchen Positionen befindet sich das Flug-
0 1 zeug zur Zeitt, = 0s,t, =10 s, t; = 30 s?
c) g X(t) = _17 e 751 , P(4-3lo) b) Wie groR ist seine Geschwindigkeit? Welchen
4 1 Weg legt es innerhalb einer Minute zurick?
d) gXity=|2|+t-|3]| P3|bl7) c) Wann wird eine Steighdhe von z = 9000 m
-4 3 erreicht?
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. 4.5 Lagebeziehungen zwischen Geraden im Raum

Geraden kénnen im Raum
+ identischsein: g=h, 8nh=g=h
- parallel sein: gl h, gnh=0
- einander schneiden: gn h ={S} (S ... ,Schnittpunkt®)
- windschiefsein: gnh=0, ghth

539 ) Berechne den Schnittpunkt der beiden Geraden g und h.

3 -1 -3 1
g X)=(=2|+s-| 2] h:X(t)=—2]|+t-|2
5 -2 -4 1

Ausfuihrung: Der Schnittpunkt S liegt auf beiden Geraden, daher:
G+s-g=H+t-h

3 -1 -3 1
2|+s-[2|=|=2|+t-]2
5 -2 -4 1

Damit erhalten wir ein Gleichungssystem von drei linearen
Gleichungen mit den Unbekannten s und t.

Wir berechnen die Unbekannten s und t zum Beispiel aus
den ersten beiden Gleichungen und kontrollieren anschlie-
8end, ob sie auch die dritte Gleichung erfullen:

3— s=-3+ t -2 |- (-2

-2+ 2s=-2+2t

5-2s=-4+ t

4 =-8 + 4t |+8 = 12=4t = t=3
-8+ 4s 4 |+8 = 4s=12 = s=3

Kontrolle (Einsetzen in 3. Gleichung): 5—-2:3=-4+3 & -1=-1 w.A.

s = 3 undt = 3 sind somit Losungen des Gleichungssystems. Wir berechnen die Koordinaten des
Schnittpunkts aus einer Geradengleichung. Die Berechnung aus der zweiten Gleichung dient zur

Kontrolle:
3 -1 0 -3 1 0
g:S=|=2|+3-|2|=]|4]| h: (Kontrolle) S=|-2|+3-(2|=| 4
5 -2 -1 -4 1 -1

Ergebnis: Die Geraden g und h schneiden einander im Punkt S (0|4 |-1).

Fir einander schneidende Gerade g und h kdnnen wir den
Schnittwinkel berechnen. Dieser ist der Winkel zwischen den
beiden Richtungsvektoren g und h.

Im Allgemeinen geben wir den spitzen Winkel an. Erhalten wir
bei der Berechnung des Winkels einen stumpfen Winkel, so ist
der Schnittwinkel der Supplementarwinkel.
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— Aufgaben

4. Analytische Geometrie des Raumes

940 ) Untersuche die Lagebeziehung zwischen den
Geraden g und h und berechne die Koordinaten
des Schnittpunkts S und den Winkel ¢ zwischen
den Geraden, wenn die Geraden einander
schneiden!

a) g[A(3]-2]5), B(1]2]1)]
h[C(2|-1]-2), D(5]5]1)]
b) g[A(-1]0]5), B(2|3]-4)]
h[C(-2|2|-1), D(2]0]5)]
c) g[A(4]-5|8), B(7|-2|10)]
h[C(4|3|-1), D(10|9]3)]
d) g[A(0[3]0), B(4|7]-8)]
h[C(-1]6]-2), D(5]|0]-2)]

341) Wie 540:

2 1

a) geX(s)=|3|+s-|1
-1 2

-1 -1

hiX(t)=|4 |+t-|-1

3 -2

1 1
b) g:X(s)=|2|+s-|-1
-3 2

3 -1

Xt =o|+t-|1

1 -2

0 1

c) gX(s)=|1]|+s 1
6 -3

-1 2

h:X(t)=| 3 |+t-{-1

0 3

0 1

d) geX(s)=|7|+s-|-1
1 0

1 1

h:X(t)=[5 |+t 1

3 -2

342 ) Bestimme die Tragergeraden der Seiten des

Dreiecks AABC [A(1]4]|-3), B(0|6]|1),
C(2|12|-7)] sowie die Tragergeraden der
Schwerlinien. Welche Schwerlinie ist parallel zu
einer Koordinatenachse?

543

544

& Stellt die Gleichungen der Geraden aller
zwolf Kanten des Parallelepipeds ABCDEFGH
[A(1]0]0),B(2]5|1),C,D(0|1]2), E(2]|1]5), F,
G, H] auf und beschreibt alle Lagebeziehungen
dieser Geraden.

7 G

a) Zahlt windschiefe Gerade auf!

b) Uberpriift, ob einander schneidende Kanten
aufeinander normal stehen.

c) Begrindet, dass keine Gerade parallel zu
den Koordinatenachsen ist.

a) & Stellt die Gleichungen der Geraden aller
Kanten der dreiseitigen Pyramide ABCS
[A(0]-1]2), B(-1[5]1), C(2|-2[-1),
S(1]1]4)] auf.

b) & Berechnet alle Winkel zwischen den Tré-
gergeraden der Strecken AB, AS und BS und
Uberpruft das Ergebnis mit der Winkel-
summe im Dreieck!

@ Finde flr die Variablen a, b und ¢ Werte, sodass

546

die Geraden
2 1
g X(s)=|2|+s-|a]| und
0 1
b c
hXt)=|1|+t-|1
-2 -1

a) einander schneiden,
b) parallel sind,

c) identisch sind,

d) windschief sind.

Hinweis: Uberlege dir, ob es nur eine Ldsung
oder beliebig viele Losungen geben kann.

& = Wie Iasst sich die Parameterform der Ge-
raden mit dem Computeralgebrasystem darstel-
len?

@ & = Versucht eine Methode zu entwickeln, wie

die Lage zweier Geraden mit dem Computer-
algebrasystem bestimmt werden kann.
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. 4.6 Das vektorielle Produkt - Kreuzprodukt

Die Koordinatenachsen stehen im Raum aufeinander normal. Sie bilden ein orthogonales Dreibein. In vie-
len Anwendungen ist es wichtig, drei (paarweise) aufeinander normal stehende Vektoren zu bestimmen.

548 ) Welche Eigenschaften miissen die Koordinaten eines Vektors ¢ haben, damit er auf den Vektor a

und auf den Vektor b normal steht? Berechne dies mithilfe des Orthogonalitatskriteriums!
aX — bX CX
a, |, b= c,
aZ CZ

Ausfiihrung: a = c =

b, |,

z

cla=c+ra=0=ca tca +ca=0 ca tca =-=a, |- b
Clb=c-b= O=>Cb+cb+cb—0 c.b, + c,b, = —C,b, | - a
c.a.b, +cab, = —c,a,b,
B }Add|ere'
—cxaybx cyayby = —(-c,a,b,)
c.(a.b, —a,b) = -c,(a,b, — a,b,) |Dividiere!
e = a,b, —a,b, ¢
-a.b, + a,b X ab,—-ab, 7
Analog: ¢, = 2% " &5
g ab, —a,b, C.
Setze nun ¢, = a,b, — a,b, dann gilt: ¢ L & und¢ L b. Rechne nach!

Das vektorielle Produkt zweier Vektoren @ und b ist ein neuer Vektor n = @ X b. Er steht
normal auf die beiden Vektorena und b: n L& und n L b.

ay by
b aZ bZ b
a, b 0 A x x| _ .
A=axb=|a|x|b|=]|- :X gx Dabei gilt: a, b, =a.b, —a,b,
a, % a, b, Dieser Ausdruck heift Determinante.
a, b
y y

Fiir den Flacheninhalt A des Parallelogramms, das von den Vektoren a und b gebildet wird, gilt:
A=la Xb]|

Siehe Aufgabe 556.

Normalabstand

Wir berechnen den Normalabstand |b,| des Punktes P von g
der durch B und a festgelegten Geraden g. : A= |5xB]
Fir die Flache gilt: A = |a X b | b o
. |b] - sing
Ebenso gilt: A = |a| - h = |a| - |b| - sin ¢ = |a] - |b,| o |
- _ | o

Setze gleich und dividiere durch |a: |b,| = |a|§|b| B a g
Da &- = a, ist, ergibt sich aus dem letzten Ausdruck: |b,| = 8 xB] _| & 5= la, X b| =|b X a

|a| 0 al |a| |a| (o] (o]

Fur den Normalabstand eines Punktes P von einer durch B und a gegebenen Geraden gilt:
|5a|| = |b X & (Dabei ist b = BP)

Bemerkung:
Der senkrechte Strich in der Schreibweise b, soll anzeigen, dass die Strecke \ba‘] normal zu a liegt.
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4. Analytische Geometrie des Raumes

——( Aufgaben

549 ) Bestimme das vektorielle Produkt n = @ X b
und kontrolliere anschlieRend, ob n L a und

L 3\ . -4
nlbglt a=|-2|b=[1
4 2

350 ) Wie 549:
2y . (1 6\ _ [-7
a) a=|-7|,b=|0] b)a=|-3|,b=|-2
8 9 -4 5
. 1) . 1 2\ . 1
c)a=|-1|,b=(1|da=|2]|b=|-1
1 -1 2 1

ol

@Zeige:éx5=6 < al

352 ) Berechne das vektorielle Produkt fir die
1 6
Vektorena = | 4 |und b = 2 | und Uberprife
3

(3]

5
obgilt: @ X (2-b)=2"-(a X b)
553 ) Rechne nach, dass gilt: @ X (k- b) =k - (@ X b)

@ a) Zeige anhand der Vektoren

3 2
a=|4|und b =|-1|, dass das vektori-
-2 3

elle Produkt nicht kommutativ ist, d.h. dass:
axb#bxa
b) Welcher Zusammenhang lasst sich zwischen

a xb und b X a herstellen? Zeige dies
allgemein durch Einsetzen der Vektoren

- ax — bx
a=/|a |undb =|b, |
aZ bZ
. ax — bx
€D winie die Vektorena = | a, |und b = | b, | und
aZ bZ
beweise durch Einsetzen, Ausrechnen und Ver-

gleich:
@ xb[?=|af-|b]" - (@ - by

536 ) Zeige, dass fiir den Flacheninhalt A des von den

Vektoren a und b aufgespannten Parallelo-
gramms gilt:

A=|a xb|
Hinweis: Verwende das Ergebnis von Aufgabe
555 und die vektorielle Flachenformel:

A=la xb|=1|aP-|bP - (a-bf

537 ) Berechne mit dem Ergebnis von Aufgabe 556

den Flacheninhalt A der von den Vektoren a
und b aufgespannten Parallelogramme:

4\ _ 2
, b

Q|

a)

9
0
1

b) a b

1
-2

Q|
Il

o
Il

c)

’

o
Il

d) a =

’

7
0
6
3
1
2
-2
2
6
-3
-4

1
1
1
7
7
2
5

-2
9
0

der xy-Ebene des Koordinatensystems. Be-
rechne den Normalvektor n = a X b und zeige,
dass dieser Vektor parallel zur z-Achse ist!

4
558 ) Die Vektorena = | 7 |und b = liegen in
0

@ Beweise allgemein: Das vektorielle Produkt
zweier Vektoren, die in der xy-Ebene des raumli-
chen Koordinatensystems liegen, ist parallel zur
z-Achse.

@ Der Winkel zwischen zwei Vektoren kann auch
mit der Beziehung
|a x b |
EIRE]
a) Begrinde diese Beziehung!
b) FUr welche Winkel ist diese Beziehung giil-
tig?

= |a, X b,| bestimmt werden.

sin @ =

561 ) B wie kann mit dem Computeralgebrasystem
das vektorielle Produkt bestimmt werden?

562 ) & B Entwickelt mit dem Computeralgebra-

system eine Funktion, die es gestattet den Fla-
cheninhalt des von a und b aufgespannten

a) Parallelogramms,
b) Dreiecks zu ermitteln.
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4.7 Ebenengleichung in Parameterform

Eine Ebene kannst du durch drei Punkte festlegen, z. B. durch: A(3]|0|0), B(0|4|0) und C(0|0|2).

z

Die Punkte A, B und C werden Spurpunkte der Ebene genannt; die Drei- G

ecksseiten kennzeichnen die Schnittgeraden der Ebene mit den Koordi-
natenebenen. Sie heiRen Spuren der Ebene.

By

Beachte, dass jede Ebene unendlich grof3 ist. Wir kennzeichnen sie durch AF—T}
einen endlichen Ausschnitt, zum Beispiel durch ein Spurdreieck.

Das eingezeichnete Dreieck nennen wir Spurdreieck.

Analog zur Beschreibung einer Geraden kann jeder Punkt X der Ebene durch einen geeigneten Weg von
einem (Einstiegs-)Punkt A ausgehend erreicht werden. Wir Ieggn dazu noch zwei - nicht parallele - Vektoren
a und b fest, die die Ebene aufspannen, z. B. 8 = AB und b = AC.

z
c
Jeder Punkt X der Ebene kann durch eine geeignete Kombination ’
aus (Einstiegs-)Punkt A und zwei Richtungsvektoren a und b er At
reicht werden: By
g: X(s,t)=A+s-a +t-b mits,teR W

Wie bei Geraden ist auch hier die Darstellung nicht eindeutig, da als Einstiegspunkt ein beliebiger
Punkt der Ebene gewahlt werden kann und auch die beiden Vektoren, die die Ebene aufspannen, be-
liebige Lange und Orientierung besitzen konnen.

963 ) Eine Ebene ist durch drei Punkte gegeben e[A (1]|-4|-2), B(4|2|7), C(5|-4]10)]. Bestimme die
dritte Koordinate des Punktes P[2|0|z], der auf der Ebene ¢ liegt!

Ausfiihrung: Wir berechnen zwei Vektoren, die die Ebene aufspannen:
1
-4
-2

. . 1 1
AB = AC = I Daher e: X(s, t) = +s-(2]|+t-|o0
3 3

3 1 4 1
6 2 0 0
9 3 12 3

Da der Punkt P auf der Ebene ¢ liegt, missen seine Koordinaten die Ebenengleichung erfullen.
P=A+s-a +t-b

2 1 1 1
o|=|-4|+s-|2]|+t-|0
z -2 3 3

Aus dieser Vektorgleichung erhalten wir ein Gleichungssystem von drei linearen Gleichungen mit den
drei Unbekannten z, s und t:

2= 1+ s+t = 2=1+2+t = t=-1

0=-4+2s = 4=2s = s=2

z=-2+3s+3t = z=-2+6-3=1 = P(2/0]|1)

Ergebnis: Der Punkt hat die Koordinaten P(2|0|1).
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——{( Aufgaben

964

965

567

570

4. Analytische Geometrie des Raumes

Die Ebene ¢ ist durch ihre Spurpunkte festge-
legt:

a) A(4]0]0),B(0]6]0),C(0|0|7)
b) A(5]0]0),B(0]|1]|0), C(0|0|10)
(1) Stelle diese Punkte und die Ebene grafisch

in einem Koordinatensystem mithilfe des
Spurdreiecks dar!

(2) Gib die Gleichung der Ebene in Parameter-
form an!

Wie 564:
a) A(6]0]0), B(0]-4]0),C(0|0[6)
b) A(5|O|O),B(O|5|O),C(O|O|—3)

Bestimme die Gleichung der Ebene g, die durch
die drei Punkte A(3|-1|4), B(5]-2|1) und
C(0|-3|4) gegeben ist. Gib zwei weitere Punkte
an, die auf der Ebene ¢ liegen!

Eine Ebene ist durch drei Punkte A, B und C ge-
geben. Bestimme die fehlende Koordinate des
Punktes P, der auf der Ebene liegt.

a) A(1[0]1), B(1]5]0), C(-1|4|-1), P(2]3]p,)
b) A(2]1]4),B(2]7]3),C(0]6]2), P(2]5]ps)

Bestimme die Ebenengleichungen der vier Be-
grenzungsflachen der dreiseitigen Pyramide
ABCS:

a) A(0/0]0), B(1|5|-2), C(-1]3]1), S(1]2]8)
b) A(5]|0]0), B(0|6]0), C(0[0|0), S(0]0]7)

c) A(-2|-3|4), B(1]7]-1), C(-4]2]1), S(-1]3]9)
d) A(4]4]1),B(1]6]2), C(-3]1|3),S(-1]5|-9)

Untersuche, ob die Punkte P(2]3]1), Q(2|6]2)
und R (0|3|9) auf der Ebene

-1 1 1
eX=4|+s-[0|+t-| 1 ]liegen!
2 2 -1

Uberpriife, ob die beiden Ebenen
[A(-6]0|8), B(11]8]|7), C(-10|6|6)] und

1 2 9
gt X=|7|+s-[-3]+t-]|4)]identisch
1 0
sind!

5N

572

573

574

Zwei Gerade g, und g, sind gegeben.

Zeige, dass sich die beiden Geraden schneiden
und bestimme eine Parameterdarstellung der
Ebene, in der die beiden Geraden liegen.

a) g,[M(5|4]2),N(2[1[3)],
& [P(-1]-2|4), Q(4]2]4)]

b) g,[M(2]0[0), N(4|-2|-4)],
g,[P(1[1]2), Q(-2]0|-4)]

Uberpriife, ob die vier Punkte ein ebenes Vier-
eck bilden:

a) A(4|-1]0), B(5]5/0), C(-1|7]0), D(-2]1|0)
b) A(1|2|-3), B(4]-1|2), ¢(3|5|1), D(-1]14|-5)
c) A(2|3]-1), B(1]7]2), C(-1]4|3), D(-2]8|1)
d) A(1]1]1), B(0]10|0), C(-1|-1|4), D(2|12|-3)

Uberpriife, ob die Punkte ein ebenes Vieleck bil-

den, d. h. in einer Ebene liegen.

a) A(5]2|1), B(9|-4[3),C(6]-1|7),
D(5|-1|12), E(8]-1]-3), F(10|4|-2)

b) A(-1]3|2),B(1|5(8), C(3]4|5),
D(5]3]2), E(6|1|-4), F(7]2]-1)

c) A(-4]0|-3), B(-1]|2|-6), C(0|0]-2),
D(—2|—4|5), E(—9|—6|7), F(—11|—10|14)

d) A(3|7]8), B(0|4]14), C(3]6]9),
D(0|5]13), E£(8]10]0), F(4|7|7)

Gib die Ebenengleichungen der

a) xy-Ebene, b) yz-Ebene, c¢) xz-Ebene an!

@ Beschreibe die Lage der Ebenen, die durch die

folgenden Gleichungen beschrieben werden,
und nenne einige ihrer Eigenschaften:

1 0
a) e X(s,t)=s-|0|+t-|1
0 1
1 0
b) e X(s,t)=s-(1]|+t-|0
0 1

Hinweis: Uberlege, was es bedeutet, dass hier
kein (Einstiegs-)Punkt angegeben ist.
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4.8 Ebenengleichung in Normalvektorform

Wir kbnnen eine Ebene mit inrem Normalvektor n und einem Einstiegspunkt A festlegen. Dann gilt fir je-
den Punkt X der Ebene:

ALIAX & A-AX=0 & A-X—A)=0 & n-X—A-A=0 o n-X=n"-A

Iz
n
X

y
z

n ... Normalvektor zu g, NV (g)
A ... (Einstiegs-)Punkt ‘

o

€ n-X=n-A, X = ... allgemeiner Punkt der Ebene

376 Die Ebene ¢ ist durch den Einstiegspunkt A(0|0|2) und durch die beiden Richtungsvektoren

2 1
a=|1]und b =2 |gegeben. Berechne die Ebenengleichung in Normalvektorform!
-2 0
- 2 1 4
Ausfiihrung: Der Normalvektoristn = 1 | X |2 |=[-2]... NV(¢)
-2 0 3
- R 4 X 4 0
Mit dem Einstiegspunkt A erhalten wir €2 n - X=n - A, also | -2 y|=1|-2]+| 0 |daher:
3 z 3 2
4 X
I y|=6
3 z

Durch Ausmultiplizieren erhalten wir eine lineare Gleichung mit drei Unbekannten:
€ 4dx -2y +3z=6
Die Koeffizienten der Unbekannten x, y und z der linearen Gleichung sind genau die Komponenten des
Normalvektors.
Allgemein: Aus der allgemeinen Ebenengleichung ax + by + cz = d konnen wir sofort die Koordina-

a
ten eines Normalvektors n der Ebene ablesen: n = | b )
(o]
977 ) |st die Ebene €: 3x + 4y — z = 3 parallel zur xy-Ebene?
3
Ausfiihrung: Der Normalvektor n = | 4 |ist nicht parallel zur z-Achse. Daher ist die Ebene nicht
-1

parallel zur xy-Ebene.

378 ) Sind die beiden Ebenene,: 2x — 7y +3z=5 und &,; -6x + 21y — 9z = 17 parallel?

Ausfiihrung: Wir vergleichen die Normalvektoren n, und n, der beiden Ebenen:

2 -6 2
NV(g,) ...n; = | -7 und NV(g,) ...n, =|21| = (-3)-|-7 | sind parallel.
3 -9 3

Ergebnis: Die beiden Ebenen €, und €, sind parallel.
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——{( Aufgaben

579

981

982

4. Analytische Geometrie des Raumes

Gib die Ebenengleichung in Normalvektorform

an:

Sy

A
a) 2

, P(2|3]-1)

, P(5]-4]1)

Sy

2
b) -3
1

Gib die Ebenengleichung in Normalvektorform
an:

a) A(0|0|-4), B(1|5]1), C(-3]0]|4)
b) A(4]1]-3),B(1|6|-1), C(-2|3|5)
c) A(4|0|-1), B(2]3]|2), C(1]-3|6)
d) A(0[1[1), B(1|-2]1), C(-2]4|1)

Gib die Ebenengleichungen der Koordinaten-
ebenen in Normalvektorform an:

a) xy-Ebene  b) xz-Ebene c¢) yz-Ebene

In welche Richtung weist jeweils der Normalvek-
tor?

Gib die Ebenengleichungen der vier Begren-
zungsflachen der dreiseitigen Pyramide in Nor-
malvektorform an:

a) A(0]0|0), B(1|5|-2), C(-1|3|1), S(1]|2]8)
b) A(5]0|0), B(0]|6]0),C(0]0]0),S(0]0|7)

) A(-2|-3|4), B(1|7|-1), c(-4|2|1), S-1]3]9)
d) A(4|4]1), B(1|6]2), C(-3|1|3), S(-1|5|-9)

@ Bestimme die Normalvektorform der Ebenen-

584

gleichungen, die in Parameterform gegeben
sind. Welcher Punkt liegt auf allen vier Ebenen?

1 0
a) g X(s,t)=s-|0|+t-|1
0 1
1 0
b) &: X(s,t)=s-[{1]+t-|0
0 1
0 1
c) g: X(s,t)=s-|1|+t-|0
0 1
1 0
d) g: X(s,t)=s-|{0|+t-|1
1 0

Gib die Normalvektorform der Symmetrieebene
zwischen den beiden Punkten an!

a) A(3|-2]4) und B(1]6]2)
b) A(-1|-5|-6) und B(5|-1|4)

585

586

587

589

Untersuche, ob die Ebenen parallel sind!
a) ¢ 4x — 10y + 14z =33

g 2x+5y—7z=35
b) : -9x + 12y + 51z = -13

e x—4y —17z= 23

Gib die Gleichung der Ebene, von der der Ein-
stiegspunkt A und die Richtungsvektoren a und
b gegeben sind, in Normalvektorform an!

) . (o
a) A(-1]5/0),a =| 0 |,b =4
2 3

o1y L2

b) A2|1|-3),a =|7 ||b=|-1
- 4

& Gebt die Gleichung der Ebene, von der drei
Punkte A, B und C gegeben sind, in Parameter-
form und in Normalvektorform an!

a) A(4|7]5),B(-2|3|0), Cc(0]8]1)
b) A(0|3[4), B(1]-2[6), C(3|-2|-4)

Diskutiert und begrundet, welche Form der
Ebenengleichung glinstiger ist!

& Begrindet, dass der Normalvektor n einer

Ebene alleine die Lage der Ebene nicht ausrei-
chend genau beschreibt! Was legt der Normal-
vektor fur die Ebene fest?

a) & Beschreibt ein Verfahren, wie zu einer
Ebene, die in Normalvektorform gegeben ist,
die Darstellung in Parameterform gefunden
werden kann!

b) Gegeben ist die Ebenee: 2x —y + 3z = 5.
Finde eine Parameterdarstellung der Ebene!

c) H Vergleicht eure Ergebnisse! Ist die Para-
meterdarstellung eindeutig? Begrindet eure
Antwort!

@ & Betrachtet Ebenen, die durch den Koordina-

tenursprung verlaufen. Was lasst sich uber ihre
Gleichungen in Parameterform und in Normal-
vektorform aussagen?

@ & Betrachtet Ebenen, die parallel zur xy-Ebene

liegen. Was lasst sich Uber ihre Gleichungen in
Parameterform und in Normalvektorform aus-
sagen?
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. 4.9 Gerade und Ebene

-
Gegeben sind eine Ebene € und eine Gerade g. Bestimme den Schnittpunkt S der Geraden g mit

~

der Ebene ¢!
e[A(6/0|0),B(0|6]0), C(0[0[4)], g[D(0|0|-4), E(2]4]8)]

Ausfuhrung: Fur die Ebenengleichung erhalten wir: T
. -6\ _. -6 6l
AB=|6 |, AC=1|0 g
0 4 5t
6 -1 -3 44
e X=|0|+s-[1|]+t-|O
0 0 2

Flr die Geradengleichung erhalten wir:

— 2 0 1
DE=| 4 |,somit g: X=|0|+u-|2 "
12 -4 6 -2

Der Schnittpunkt S erflllt beide Gleichungen:

0 1 6 -1 -3
o|+tu-|{2|=|0|+s-|212|+Lt-]| O
-4 6 0 0 2

Wir stellen die Vektorgleichung als System von drei linearen Gleichungen dar und l6sen es durch
geschicktes Eliminieren:

(1) O+ u= 6- s-3t |-2

) O+ 2u= 0+ s

() 4+ 6u= 0+ 2t |-3

(IV=2-1+3-1l 12 + 20u = 12 — 2s

vV =2-11+1V) 12 + 24y = 12 |+12 = 24u=24 = u=1

Aus(Il) 2:-1=0+s = s=2; aus(l) 4+6:-1=0+2t = t=1

Wir setzen u = 1 in die Geradengleichung ein und erhalten fur die Koordinaten des Schnitt-
punkts:
0

0
-4

S = +

1
2
6

1
2
2

Zur Kontrolle setzen wirs = 2 und t = 1 in die Ebenengleichung ein:
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6 -1 -3 1

o|+2-|1]|]+1-{0]|=]|2 ... gleiches Ergebnis!

0 0 2 2

Ergebnis:  Schnittpunkt S(1]2]2)
|\ J
( 1 1 N\
Berechne den Schnittpunkt und den Winkel, den die Gerade g: X(t) =| 0|+ t-|-1| und die
2 0

Ebene e: 2x +y — z = 3 einschlieflen!

Ausfuhrung: Der Schnittpunkt ist ein Punkt auf der Geraden g, der auch die Ebenengleichung er-
fallt. Wir kbnnen daher x(t) =1 +t, y(t)=-t, z(t) =2 indie Ebenengleichung einsetzen:

e 2-1+t)+ (-2 =3 & t=3 = S(4]-3]2
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595

597

Der gesuchte Winkel wird von der Geraden und ihrer Normal-

projektion auf die Ebene aufgespannt.

Wir berechnen zunachst den Winkel ¢’ zwischen dem Richtungs-

1 2
vektor g = | -1 | der Geraden und dem Normalvektor n = | 1
0 o -1
der Ebene: cos ¢’ = &1 = _1 = ¢ ~73,2°
ORI V2 T

Beachte: Der gesuchte Winkel ¢ ist der Komplementarwinkel zu ¢’, also ¢ = 90° — ¢’.

Ergebnis:

4. Analytische Geometrie des Raumes

’

Schnittpunkt S (4 |-3|2) und Schnittwinkel ¢ ~ 16,8°.

Aufgaben

Wiederhole, wie sich

a) aus dem skalaren Produkt
a-b=1lal-|b|-cos¢

b) aus dem vektoriellen Produkt
la X b|=|a|-|b|-sing

der Winkel zwischen den Vektoren a und b be-

rechnen lasst. Wie lassen sich die beiden Be-
ziehungen geometrisch deuten?

Berechne den Schnittpunkt und den Winkel, den
die Gerade g und die Ebene ¢ einschlieffen!

4 3
a) g X =|-1|+t-|1
5 —4
e: 3x—4y+z=15
3 -1
b) g: Xt)=|0|+t-| 2
7 2
e xX+ty+z=-5
3 -1
c) g X{t)y=|0|+¢t-| 2
7 2
e 4x—3y+2z=8
4 -1
d) g X({t)y=[5|+t-]| 2
-2 7

e 3x+2y—-5z=15

& Fasst alle Moglichkeiten der Lagebezie-
hungen einer Geraden g und einer Ebene ¢ zu-
sammen. Fertigt geeignete Skizzen an und
beschreibt die moglichen Schnittmengen!

H Legt die Koordinaten der Eckpunkte eines
5 E hohen Quaders fest, dessen Basisrechteck
die Abomessungen 3 E und 7 E hat.
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599

a) Gebt die Lagebeziehungen der Flachen- und
Raumdiagonalen zu den Flachen des Qua-
ders an!

b) Berechnet die Winkel, die die Flachendiago-
nalen und die Raumdiagonalen mit der
Basisebene einschliefien!

Welchen Schnittpunkt bilden die folgenden Ge-
raden und Ebenen? Welchen Winkel schliefen
sie ein?

-3 1 1
a) e X(s,t)y=[2|+s-|1]+t-|O
5 0 2
-2 0
g Xw=|(3|+tu-|1
5 2
1 1 0
b) e X(s,t)=|1|+s-|1]|+t-|[1
0 0 1
1 1
g Xuy=(0|+u-(0
1 1

H Liegt eine Gerade parallel zur Ebene, und
liegt der Einstiegspunkt der Geraden nicht auf
der Ebene, dann haben die Gerade und die
Ebene keinen Punkt gemeinsam.

a) Stellt diesen Sachverhalt in einer geeigne-
ten Skizze dar!

b) Begriindet, warum diese Aussage richtig
ist!

c) Erfindet eine Regel, mit der rasch Uberpruft
werden kann, ob eine Gerade parallel zu ei-

ner Ebene ist! Die Gleichung der Ebene soll
dabei in Normalvektorform vorliegen.

& Der Richtungsvektor einer Geraden ist paral-
lel zu einer Ebene, ihr Einstiegspunkt liegt auf
der Ebene. a) Beschreibt die Lagebeziehung.

b) Erfindet eine konkrete Angabe.
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. 4.10 Lage von zwei Ebenen

Flr zwei Ebenen sind folgende Lagebeziehungen moglich:

Die Ebenen sind parallel. Die Ebenen haben eine ge- Die Ebenen sind identisch.
meinsame Schnittgerade s.
nl || n2 n:I.H/ n2 nl || n2
gNeg =Y g Neg=s g Neg =¢g =¢,
Identische Ebenen haben aquivalente Gleichungen: g: 4x—-3y+ bz=2 |-3

g 12x — 9y + 15z=06
601) Zeige, dass die beiden Ebenene;: 2x + 7y —z=1 und &, 4x + 14y — 2z =1 parallel sind!

2
7
-1

4
Ausfiihrung: Betrachte die Normalvektoren: n, = 14 | = Die beiden Ebenen sind
-2

I A, =

parallel oder identisch.

Zwar ist n, || n,, aber die beiden linearen Gleichungen sind nicht aquivalent und die Ebenen damit
nicht identisch.

Ergebnis: ¢, | €,

602 ) Zeige, dass die beiden Ebenen ¢;: x —2y +2z=3 und &,: 2x +y —z = 1 nicht parallel sind,
und berechne die Gleichung der Schnittgeraden g!

Ausfiihrung:

1 2
Betrachte die Normalvektoren: n, = |2 | } n, =| 1 | = Die Ebenen schneiden einander.
2 -1

Das lineare Gleichungssystem in x, y und z lasst sich nicht eindeutig I6sen, da wir mehr Unbe-
kannte als Gleichungen haben:

g Xx—2y+2z=3

e 2x+ y— z=1
In dieser Situation kdnnen wir eine Unbekannte frei wahlen und setzen z. B. z = t als Parameter.
Damit erhalten wir ein Gleichungssystem in den Unbekannten x und y:

€. X—2y+2t= 3 |- (-2)
g 2x+ y— t=1
5y —5t=-5 |:5 = y—t=-1 = y=-1+t
einsetzen: = x=1
Nun fassen wir zusammen: x =1 = 14+0-t
y=-1+t=-1+1-t
z=t = 0+1-t
Aus dem Gleichungssystem lesen wir die gesuchte Geradengleichung in Parameterform ab:
1 0
Ergebnis: Schnittgerade g: X(t)=|-1|+t-|1
0 1
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——{( Aufgaben

603

604

605

4. Analytische Geometrie des Raumes

Untersuche die Lagebeziehung der beiden Ebe-
nen g, und &, und berechne gegebenenfalls die
Gleichung der Schnittgeraden g!

a) e x+ty+z=1
g X—y+z=1
b) ¢ x+y+4z=1
€, X+ 7z=3
c) g 2x+y+5z=1

& x—y+7z=5

d) ¢: 3x—2y+2z=13
e 5x—3y+3z= 2

Wie 603:

a) g;: x+ y+ z=1

e dx+4y+4z=4

b) e x+ 2y—- 3z=1
g, 5x+ 10y — 15z=-5

c) g 3x+2y+ 4z=1
g, 9x+6y+12z=3

Wie 603:

a) &;: x+ y+ z=1
g 4x+4y+4z=8

b) e x4+ 2y—- 3z= 1
g, 5x+ 10y — 15z =-10

c) g 3x+2y+4z= 1
€, 9x+ 6y + 12z=12

d) e 14x— 7y +28z=13
g 2x— y+ 4z= 2
Wie 603:
a) g 3x—2y+z=4
3 2 3
g X(s,t)=(=2|+s:|3|+t-|0
7 -1 2
2 1 1
b) g: X(s,t)={0|+s-{O0|+t-|-1
3 1 2
-3 4 5
& X(s,t)=| 1 |+s-|-1]|+t-]|2
1 1 3
2 2 -2
c) g: X(s,t)=(3|+s-|6|+t-]| 2
-4 4 -1
1 2 1
e X(s,t)=| 2 |+s-|{2|+t-|3
-3 1 2

607

610

611

612

& Stellt einen Entscheidungsbaum auf, wie ihr
am besten vorgeht, um die Lagebeziehung
zweier Ebenen zu bestimmen:

a) Welche Rechenschritte fuhrt ihr dabei nach-
einander aus?

b) An welchen Stellen endet die Berechnung?

& Zwei einander schneidende Ebenen €, und
€, bilden einen bestimmten Schnittwinkel:

a) Begrindet, dass der Schnittwinkel in einer
Ebene angegeben wird, die zu beiden Ebe-
nen normal steht!

b) Begrindet, dass dieser Winkel gleich ist
dem (spitzen) Winkel zwischen den Normal-
vektoren ni, und n, der beiden Ebenen g,
und &,!

c) Beschreibt, in welchen Schritten der Schnitt-
winkel zweier Ebenen zweifelsfrei bestimmt
werden kann!

& Berechnet die Schnittwinkel zwischen den
Ebenen aus Aufgabe 603!

& Diskutiert und begrundet, welchen Winkel
zwei parallele Ebenen bilden!

B stelle mittels Computer

a) eine Ebene in Parameterform
b) eine Ebene in allgemeiner Form
dreidimensional dar!

B Gib an, wie du mit dem Computeralgebra-
system

a) die Gleichung der Schnittgeraden s zwischen
zwei Ebenen,

b) den Winkel zwischen zwei einander schnei-
denden Ebenen

angeben kannst.
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4.11 Gleichungssysteme und Ebenen

Wenn wir Ebenen schneiden, erhalten wir ein Gleichungssystem in drei
Unbekannten. Umgekehrt kdnnen wir die Losung eines Gleichungssy-

stems in drei Unbekannten geometrisch als Schnittmenge von Ebenen a
deuten. !

Im Normalfall schneiden drei Ebenen einander in einem Punkt S — das
Gleichungssystem der drei linearen Gleichungen hat genau eine Losung.

=

613 ) Lose das Gleichungssystem und interpretiere die Losung geometrisch:

g x+2y— z=1 Ausfiihrung: Das lineare Gleichungssystem fiihrt auf die Losung:
g 3x+ y+2z=3 x=1, y=0, z=0
€ 2x— y+4z=2 Die drei Gleichungen beschreiben drei Ebenen, die sich in einem

Punkt schneiden.
Ergebnis: Schnittpunkt S(1|0|0)

Die folgenden Abbildungen zeigen die moglichen Lagebeziehungen dreier Ebenen. Lineare Gleichungssy-
steme haben entweder eine, keine oder unendlich viele Losungen (siehe Abschnitt 2.2). Geometrisch
entsprechen dem die folgenden Falle:

Eindeutige Losung Keine Losung

& 7 s
s
Ja

g nNeg Neg =1{S} gNegnNeg =0
Ein Punkt — der Schnittpunkt — liegt auf allen Je zwei Ebenen haben Ebenen liegen parallel
drei Ebenen. eine Schnittgerade. bzw. zwei sind identisch.

Unendlich viele Losungen

Schnittgerade Schnittebene
’ €,
€ &
PN PSP
gNegNE =s g§NENE =€ =€ =¢,
Die drei Ebenen haben eine Schnittgerade Die Ebenen sind identisch, sie haben alle Punkte
gemeinsam. gemeinsam.
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4. Analytische Geometrie des Raumes

——{( Aufgaben

614 ) Lose das Gleichungssystem und interpretiere

die Losung geometrisch!
a) e x+2y+3z=-1
€ 3x— y—2z=4
g 4x+ y=-4
b) ¢: x+2y— z=1
€. 3x+ y+2z=3
g 2x+4y—2z=2
c)eg: x— y+ z=5
g, 2x+2y—3z=4
g 3x+ y—2z=9
deg: x— y+ z=5
€. 2x+2y—3z=4
€: 3x+ y—2z=5

615 ) Wie 614:

a) e x—2y+z=4
& x— y—z=0
g 2x—4y+z=1

b) e: x+ y— z=-2
e x—4y+5z=-5
g x—2y+ z=9

c) g: 8x+y—2z=-15
€ x—y+ z=-15
€& x+ty— z=5

d) g: 3x—-2y— z=-2
g, x—4y—-5z=-5
g X—2y+ z=4

616 ) wie 614:

a) g: x+6y—5z=2
& X— y+ z=2
€ 3x+5y—3z=6

b) e: x+2y—-5z=2
& X— y+ z=2
€0 X — z=2

c) e x+y—-5z=2
g x—y+ z=8
€50 X — z=2

d) g:4x— y+3z=11
g, x+2y—5z=-8
€g:5x+ y—2z=3

617 ) Untersuche, wie die Ebenen zueinander liegen,
und begrunde, warum sie keine Punkte gemein-

618

619

sam haben!

a) g;: 6x — by+2z=-1
g, —12x + 10y —4z=K5
g —6x+ 5y—-2z=-9

b) e¢: 2x+3y— z=2
€ 2x—3y+ z=5
g 3x—4y+2z=-3

c) g 4x+3y— z=10
€. X—2y+3z=6
g Ix+4y—5z=8

d) g 2x— by+ z=3
e, 4x—-10y+2z=6
g 6x +15y —3z=21

Wie 617:

a) g x— y+ z=-1
€. 4x—4y+4z=-8
g 2x+2y—2z=2

b) ¢ 2x—-3y+ 5z=-3
e,; 6x +9y —15z=10
g 4x—6y+10z=15

c) g 7Tx—11ly— z=12
e x— 3y—-5z=2
e 3x—4y+2z=-6

@ Berechnet die Koordinaten des Schnitt-
punkts der gegebenen Ebenen. Nitzt die beson-
deren Koeffizienten des Gleichungssystems,
um rasch die Losung zu finden!

a)

b)

c)

d)

€

x—y—z=1
ix+ty—-z=1
XxX+y+z=3
x+ty=1
rytz=1
:x+z=0
x+ty+z=1
x—y—z=1

DX+ z=-1
14x-23y +17z=0

Bx +23y —19z=0

1 31x+11y— z=0
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. 4.12 Abstandsberechnungen

Abstand eines Punktes von einer Geraden

620 ) Abstandsberechnung mittels Normalebene durch P

2 2
Berechne den Abstand des Punktes P(0|5|4) von der Geraden g: X (t) = [ 1 | +t-|-1|.
9 2
Ausfiihrung: Den Normalabstand von P zu g finden wir in einer
Ebene, die durch den Punkt P verlauft und normal auf g liegt. Der G-7
Richtungsvektor g der Geraden ist Normalvektor zu dieser Ebene: p
e: g X = g - P S /CT’.
€ 2x—y+2z=3 3 \
g
Wir bestimmen den Schnittpunkt {S} = g N €: G

x=2+ 2t
gy=1— tine2Q+2)-1-H)+29+2)=3 = t=-2 = S(-2|3|5)
z=9+ 2t

. 2
Der gesuchte Abstand d ist der Betrag des Vektors SP: d = ‘ 2 ||=v22+22+1°=3E
-1

Ergebnis: d(P,g) = 3 E

Abstandsberechnung mittels vektoriellem Produkt

In Abschnitt 4.6 haben wir mithilfe des vektoriellen Produkts eine Beziehung
flr den Normalabstand eines Punktes von einer Geraden hergeleitet.

Ist GP der Vektor von einem beliebigen Punkt G der Geraden zum entfernten
Punkt P und g der Richtungsvektor der Geraden, so ergibt sich der Abstand

ZU:

d =|GPy| =[GP X g&,|

Abstand eines Punktes von einer Ebene

621 ) Abstandsberechnung mittels normaler Geraden durch P

118

Berechne den Normalabstand des Punktes P(7|-7|4) von der Ebene : 2x — 2y + z = 5.

Ausfiihrung:  Wir finden den Normalabstand mithilfe der Geraden g, p
die durch den Punkt P verlauft und normal auf die Ebene ¢ steht.
Der Normalvektor n der Ebene ¢ ist Richtungsvektor der Geraden: d
g Xt)=P+t-n A n
7 2 n S
g Xt =[-7|+t-|-2
4 1 . ¢ )
Schnittpunkt {S} = g n &:

2(7+2)—2(-7T-20+(@4+1t=5 = t=-3
Wir erhalten die Koordinaten: S(1|-1|1)

=VeZ+ 62+ 3 =9E

6
-6
3

Der gesuchte Abstand d ist der Betrag des Vektors SP: d = ‘

Ergebnis: d(P,e) = 9E



4. Analytische Geometrie des Raumes

Abstandsberechnung mittels skalarem Produkt (Normalprojektion)

In Abschnitt 4.3 haben wir mithilfe des skalaren Produkts eine Beziehung
fur die Normalprojektion eines Vektors auf einen anderen Vektor hergelei-
tet.

Ist PA der Vektor, der vom entfernten Punkt P zu einem beliebigen Punkt
A der Ebene zeigt, und n ein Normalvektor der Ebene, so ergibt sich der

Abstand zu:
d = |PA,| = |PA - i,

Parallele Ebenen

haben einen eindeutigen Abstand zueinander: Berechne den Normalab-

.. Hesse’sche Abstandsformel \

G
stand des Einstiegspunktes G der einen Ebene €, zur zweiten Ebene ¢,. &
—( Aufgaben
622 ) Berechne den Abstand des Punktes P von der (625 ) Uberpriife, ob die Gerade g parallel zur Ebene €
Geraden g: ist, und berechne den Abstand der Geraden von
1 -1 der Ebene!
P(-8[0[0), & X(s)=|1 41 a) e x—2y+2z=3
2 2
-2 4 g Xt)=[1|+t-[1
b) P(3|4]2), & X(s)=|1 1 -4 0
2
b) e 2x+y—2z=-8
1 1 3 1
P(0]0]0), g X(s)=|3 |+s-|O g Xt=|0o|+t-|-4
-2 1 1 -1
1 3 c) e x+2z=-4
d) P(6]2]-3), & X(s)=|-1]|+s-|[-1 0 2
1 -2 g Xt=|o|+t-|1
0 -1

623 ) Berechne den Abstand des Punktes P von der

Ebene e:

P(1]|1]1), & 2x—-2y+3z=16
b) P(3|—5|2), e x+3y—7z=1
c) P(1]3]-4), & 3x—y+5z=4
d) PO|1]-1), & 2x+y—2z=5

624 ) Uperpriife, ob die Ebenen ¢, und ¢, parallel sind
und berechne ihren Abstand.

a) e x—4y+3z=1
g, 2x—8y+6z=0
b) ¢ 6x—3y+9z=1
g 2x+ y—3z=5
c) g: 6x—3y+6z=-7
€. 2x+ y—2z=3

d) e 15x—20y+5z=1
e, 3x+ 4y— z=-3

626 ) Berechne jeweils den Abstand zum Koordina-

tenursprung:
a) P(6]-3/6)
3 -2
b) ¢ X()=|2|+t-| 0
1 1

c) e dx—2y+4z=11

@ & Fasst alle Varianten der Abstandsberech-

nungen zusammen. Weist darauf hin, dass es
sich in jedem Fall um den Normalabstand han-
delt, und gebt alle wesentlichen Rechenschritte
an.

@ 8 Entwickle mit dem Computeralgebrasystem

eine Funktion, die

a) den klrzesten Abstand eines Punktes von
einer Geraden,

b) den klrzesten Abstand eines Punktes von
einer Ebene

ermittelt.
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. 4.13 Geometrische Anwendungen,
Volumsberechnungen

629 ) Gegeben ist eine quadratische Pyramide ABCDS mit A (-2|-8]2),
B(6]|0|6), C(2|8]|-2), D(—6|0|-6) und S(-8|4]8).
a) Zeige, dass eine gerade Pyramide vorliegt.
b) Zeige, dass FS normal auf die Grundflache steht.
c) Berechne das Volumen und die Oberflache der Pyramide.

Ausfiihrung:
a) Eine gerade Pyramide liegt dann vor, wenn die Seiten-

kanten gleich lang sind. A “V

|AS| = |BS| = |cS| = |DS| = 6 - V2 5

b) Dies folgt bereits aus Teil a). Wir konnen dies aber auch zeigen, indem wir nachweisen, dass
der Vektor FS ein Vielfaches des Normalvektors der Grundflache ist:

F=2%A+0=(0]0]0) = FS=(-8|4]8),

. . -96 -2
n=ABXAD=|48 |=48-| 1 Damit ergibt sich :
96 2 . -8 -2
FS =tn & |4 |=t-|1|mitt=4.
8 2

c) Aus |AB| = |DC| = 12, sowie |BC| = |AD| = 12 und AB - AD = O folgt, dass die Grundflache
ein Quadratist.  h=|[FS| =12 = v=0:1_-141-12 576
Fur die Oberflachenberechnung konnen wir z. B. das vektorielle Produkt verwenden:

0 =|ABXAD|+4-3|AB X AS| = |AB X AD| + 2 - |AB X AS| = 144 - (1 + V/5) ~ 466 E’

Hinweis: Auch zur Volumsberechnung hatten wir Vektorprodukte nutzen kénnen.

Volumen des Parallelepipeds (Spats, schiefen Prismas)

Fir das VoLumen des Parallelepipeds gilt V =G - h, wobei die Grundflache
G =|a X b|und h die Lange der Normalprojektion des Vektors ¢ aufden
Normalvektor n = a X b sind.

Damit erhalten wir: V.= G-h =|a X b|-|c,|=|ad X b|-|c|-cose h=I5|

Wegencosgoz% = (@ Xxb)-c=|axb|-|c|-coso

T
<) \ >y

ist daher: | Volumen des Parallelepipeds: V = (a X b)-¢

Bemerkung: Aus dem Vektorprodukt flr das Parallelepiped erhalten wir ,als Zugabe“ (durch Zerschnei-
den des Parallelepipeds) Volumsbeziehungen flr die quadratische und dreiseitige Pyramide (Tetraeder):

Quadratische Pyramide: Dreiseitige Pyramide (Tetraeder):
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4. Analytische Geometrie des Raumes

Gegeben ist die Ebene ¢,: 2x —y + 2z = 3. Bestimme die Gleichungen zweier Parallelebenen, die

von g, 3 E und 6 E entfernt sind!

Ausfiihrung: Wir gehen vom Einstiegspunkt G, der Ebene ¢, drei Ein-

heitsvektoren ﬁo weiter und erhalten so einen Einstiegspunkt fur die . G,
Ebene &,. > 3-n,
Um G, zu erhalten, wahlen wir zwei Koordinaten ,willkirlich“ und be- €, G,
rechnen die dritte aus der Ebenengleichung, 3.1,
2B:x=1, y=3 = 2-3+27=3 = z=2 e, &
- 2 I
= G, =(1[3[2, n=|-1| = ny=35"-|-1
2 2
R 1 .12 3
Damit erhalten wir: G, =G, +3+:n,=|3 |+3-3|-1|=|2
2 4
Daher: ¢,: 2x —y+2z=12 und (analog) e;: 2x —y +2z=21
Aufgaben
Berechne das Volumen des Parallelepipeds mit- 3 . 2 -1
hilfe von Vektorprodukten: c)a=|-1|,b=|5|c=|-1
3 1 0 -5 -3 7
aya=|(5|b=(7]c=|6 4 1\ (-3
1 2 8 dya=(2|,b=|6)|c=(-1
1 0 6
. [5)\ . (O} _ (o
b) a = 8 b= g ¢ = g @Unterwelchen Voraussetzungen erhaltst du
mit der Beziehung V = (@ X b) - ¢ ein negatives
- 91 . o1 . 0 Ergebnis? Begrinde, warum daher fur das Volu-
c)a=(0]|,b=(7],c=|0 . L . L
0 0 10 men eines beliebigen Parallelepipeds gilt:
5 5 - V=1@ xb):c|
da=|5,b=[8|c=[1 . o . o
) 0 1 8 @ Ein Tetraeder ist eine Pyramide mit dreieckiger

Fir das Volumen einer Pyramide gilt allgemein
V = % Werden die Grundflache einer Pyra-

mide durch das Parallelogramm mit den Seiten-
vektoren a und b und die Seitenkante AS durch
den Vektor ¢ gebildet, so gilt fur das Volumen
der Pyramide:

v=21.]@G xb)-¢
Skizziere eine solche Pyramide, zeichne die Vek-
toren a, b und ¢ ein und begrinde die Formel!

Grundflache. Drei Vektoren @ = AB, b = AC und

¢ = AS legen diesen Korper fest.
S

Ol
(9}

-

a
a) Leite die Volumsformel flr Tetraeder her:
V==2-|@ xb)-¢|

b) Berechne das Volumen des Tetraeders, der

Berechne das Volumen der Pyramide mit der 1 ) 1
Formel aus Aufgabe 632: durch a =7 |, b=|5]| c=|5

> o 5 3 -1 5
a)a=(3|b=|6|c=|4 festgelegt wird!

-1 -2 7

4 1 o 636 ) Berechne mit der Formel aus Aufgabe 635 das
b)ya=|1|b=|6|c=|0 Volumen des Tetraeders ABCS: A(0|-1|2),

0 0 8 B(5]2]1), c(1|6]0), S(0]0|9)
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. Vermischte Aufgaben

637

638

639

640

641

642
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Berechne jeweils den Umfang des Vielecks: 643
a) A(5|2|1), B(9|-4|3), c(6]-1]7),
D(5|-1]12), E(8|-1]-3), F(10|4|-2)
b) A(-1|3]2), B(1]5|8), C(3]4|5),
D(5|3]2), E(6]1]-4), F(7|2[-1)
c) A(-4|0]-3), B(-1]|2|-6), C(0]0|-2),
D(-2|-4|5), E(~9|-6|7), F(-11|-10|14)
d) A(3|7(8),B(0[4|14), C(3]6]9),
D(0|5|13), E(8]10]0), F(4]7|7)

644

Ein dreiseitiges Prisma hat die Basis ABC
[A(1]4]1), B(4]2]0), C(-1|4]2)].
Der Eckpunkt D ist gegeben mit D (—1|3|-3).

a) Berechne die Koordinaten der Eckpunkte E
und F.

b) Berechne alle Kantenlangen des dreisei-
tigen Prismas.

645

-1 3
Berechnemit @ = 7 |und b =| -1 |:

3 -5
a)4-a—b b) 2-a+3-b
c) (2)-a+5-b d -a—-3-b
& Die drei Koordinatenebenen teilen den

Raum in die acht Oktanten des raumlichen Ko-
ordinatensystems. Uberlegt, wie diese Bereiche
der Reihe nach aufgezahlt werden kénnten und
nennt jeweils die zugehorigen Vorzeichen der
Koordinaten in einem solchen Oktanten!

646

a) 4 Spiegelt den Punkt P(2|3|1) der Reihe 647

nach an der xy-Ebene, an der yz-Ebene und
an der xz-Ebene!

b) & Nennt ein Verfahren, mit dem ihr Punkte
mit beliebigen Koordinaten an den Koordina-
tenebenen spiegeln konnt!

a) H Vergleicht die Spiegelung eines Punktes
P an den Koordinatenachsen mit der Spie-
gelung eines Punktes P am Koordinaten-
ursprung!

648

b) 8 Kann fur einen Punkt P im Raum auch
eine Spieglung an einer Geraden g festge-
legt werden? Gebt eine Abbildungsvorschrift
an, falls dies Uberhaupt moglich ist.

& Der Punkt P(2|3]1) soll an der Ebene ge-
spiegelt werden, die durch den Ursprung ver-
lauft und die xz-Ebene sowie die yz-Ebene sym-
metrisch teilt. Gebt die Gleichung dieser Ebene
an. Nennt ein Verfahren, mit dem ihr den Punkt
spiegeln kdonnt, und berechnet die Koordinaten
des gespiegelten Punktes!

& Gegeben sind vier Punkte A(-5|4|-1),

B(6|-3|5), C(10|-6|19), D(0]|0]23).

a) Zeigt dass diese Punkte ein ebenes Viereck
bilden.

b) Berechnet Umfang und Flacheninhalt.

c) Diskutiert, ob es fur Umfang und Flachen-
inhalt wichtig ist, dass ein ebenes Viereck
vorliegt. Begrindet eure Meinung!

H Gegeben ist eine dreiseitige Pyramide ABCS
[A(1]-1]2), B(1|4|2), C(-2|-1|2), S(0|0|6)].
a) Definiert den FuBpunkt F der Spitze S in der

Ebene ABC und berechnet die Koordinaten
von F!

b) Berechnet den Flacheninhalt der Grundfla-
che ABC, die Hohe der Pyramide und ihr Vo-
lumen auf verschiedene Arten und vergleicht
die Rechenschritte sowie die Ergebnisse!

c) Spiegelt die Spitze S an der Basisflache ABC
und berechnet die Koordinaten des gespie-
gelten Punktes!

Spiegle den Punkt S (2|6]10) an der Ebene, die
durch die Punkte A(-4|-9|1), B(3|3]-1) und
C(6]|-1|-3) geht.

Lege durch die Punkte A(2]|-1|3), B(2]|-3]1)
und C(4|-2|3) eine Ebene und gib ihre Glei-
chung

a) in Parameterform,
b) in Normalvektorform an.

c) Uberpriife, ob der Punkt S(5|-1|-4) in der
Ebene liegt.

d) Zeichne das Spurdreieck der Ebene.

Zeige, dass die Ebenen

€:3x— y+2z=8
& X— y+ z=7
g dx+2y— z=11

einander in einem Punkt S schneiden und be-
rechne auch den Abstand dieses Punktes vom
Ursprung!



651

652

653

H Spiegelt den Schnittpunkt S der Ebenen
el x—y—z=1,
€& x+ty—z=5
€ x+ty+z=3
an allen Koordinatenebenen. Stellt eine Ver-
mutung auf, welcher Korper durch S und

seine Spiegelpunkte gebildet wird, und Uber-
pruft sie.

b) & Bei welcher Lage des Schnittpunkts ent-
steht kein Korper? Gebt alle diese Falle an!

Bestimme die gegenseitige Lage der Ebenen
g 4x -3y +5z=8,
€. 2x+3y+ z=4

und gib gegebenenfalls die Parameterdarstel-
lung der Schnittgeraden der Ebenen an.

Gegeben sind die parallelen Geraden

0 0

g X(s) = 0 +s| 3] und
-1,5 1
2 0
h: X@)=| 0 |+1t|3
-0,5 1

a) Bestimme eine Parameterdarstellung der
von g und h aufgespannten Ebene.

b) Gib eine allgemeine Ebenengleichung an.

c) Der Punkt P(2]1]z) liegt auf der Ebene. Be-
stimme die fehlende Koordinate.

d) Zeichne das Spurdreieck der Ebene.

Gegeben sind die beiden Geraden

a; b,
g X(s)=A+s-|a, h: X(t)=B+t-| b,
as by

Wie lasst sich nachweisen, dass die beiden Ge-
raden

a) identisch sind,

b) einander schneiden,

c) parallel sind,

d) windschief sind?

Gib jeweils alle Schritte an!

Untersuche die Lagebeziehung der Geraden

-8 -3
g X(s)=|-5]|+s|-1 und der Ebene
8 5
2 5 2
e Xtu=[11]+t|-1|+ul 3
-4 -1 10

4. Analytische Geometrie des Raumes

654 ) Wahle die Vektoren

. ax — bx . Cx
a=|al|,b=|b]| c=]|c
a b c

z z z

und beweise durch direktes Nachrechnen:
a)ax((b+c)=(axb)+(a xc)
b) (@ +b)XC =(@ XC)+ (b X7)
c)axa=0
655 ) & Verwendet die Ergebnisse von Aufgabe 654
und zeigt, dass aus (@ + b) X (ai + b) = 0 die
JAntikommutativitdt“ @ X b = —b X a folgt.

656 ) Berechne die Normalprojektion des Vektors b

auf den Vektor a.

- 4\ _ 2 - -3\ _ 1
a)a=|(3],b=({1|b)a=|(7]b=|-3
2 2 5 -2

637 ) Auf ein geladenes Elementarteilchen, das sich
auf der Bahn g bewegt, wirkt die Kraft F ein.

1 -1
gX=|6]|+s| 3
2 2
. -4
F=|o
3

Ermittle, wie grof
die Kraft in Bewe-
gungsrichtung des
Teilchens ist.

@Die Geschwindigkeit eines Korpers wird be-

schrieben durch den Vektor v. Seine Bahn
schneidet die Gerade g.

7 1 . (3
g X(s) = +s{0], v=(4

-5 0 5
Mit welcher Geschwindigkeit nahert er sich der
Geraden g?

639 ) Von einer geraden, quadratischen Pyramide
kennt man die Punkte A (4|5|3), B(8]|1|5) und
C(4]y,|9) der Grundfldche. Die Hohe der Pyra-
mide betragt 6 Einheiten.

a) Berechne y,, D und die Spitze S.

b) Berechne die GroRe einer Seitenflache
mithilfe der Dreieckshohe h,.

) Berechne die GroRe einer Seitenflache
mithilfe des vektoriellen Produkts.

O
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Von einer geraden, quadratischen Pyramide
kennt man die Punkte B(7|y;|2), C(3|0|0) und
D(5|-4|4) der Grundflache. Die Hohe der Pyra-
mide betragt 9 Einheiten.

a)

b)

Berechne y;, A und die Spitze S.

Berechne die Grof3e einer Seitenflache mit-
hilfe der Dreieckshohe h,.

Berechne die Grof3e einer Seitenflache mit-
hilfe des vektoriellen Produkts.

c)

Von einer geraden, rechteckigen Pyramide kennt
man die Punkte A(9]|0|8), B(6|6]|2) und
C(x.|2]0) der Grundfiache. Die Hohe der Pyra-
mide betragt 6 Einheiten.

a) Berechne x., D und die Spitze S.

b) Berechne den Winkel, den die Seitenflache
ABS mit der Basis einschlief3t.

Die Gerade g fuhrt durch die Punkte A (-2|-35)
und B(-7|-4|7), die Ebene & steht senkrecht
zur Geraden g und enthalt den Punkt
P(1|0|-1).

a) Bestimme die Parameterdarstellung der Ge-
raden g.

b) Bestimme die Gleichung der Ebene ¢.

c) Berechne die Koordinaten des Punktes A,,
der durch Spiegelung des Punktes A an der
Ebene € entsteht.

d) Schneide die Gerade g mit der Geraden h,
die durch die Punkte P(6|6|2) und
Q(-2|10]4) fuhrt.

Von einer dreiseitigen Pyramide kennt man die
Punkte A (6]|-4|2), B(0|-6|7) und C(16|-7]0)
der Basis und die Spitze S(8|10(2).

a) Berechne die Hohe der Pyramide.

b) Berechne die Grundflache und das Volumen
der Pyramide.

c) Welchen Winkel schliefit die Kante AS mit
der Grundflache ein?

Welchen Winkel

a) schlieft eine Raumdiagonale des Wiurfels

mit einer Wirfelkante ein?

b) schlieRen zwei Raumdiagonalen ein?

c) schlieft eine Raumdiagonale des Wirfels

mit einer Wurfelflache ein?

665

667

Vektoren zum Speichern von Daten

Ein Marathonlaufer, der fur den Wien-Marathon
trainiert, 1duft am ersten Tag a, Stunden mit
einer durchschnittlichen Geschwindigkeit von
b, km/h. Am zweiten Tag lauft er a, Stunden
mit einer durchschnittlichen Geschwindigkeit
von b, km/h und am dritten Tag schlieflich
a, Stunden mit einer Durchschnittsgeschwindig-
keit von b, km/h.

Die Trainingsstunden pro Tag werden im Vektor
A dargestellt, die jeweiligen durchschnittlichen
Geschwindigkeiten beschreibt der Vektor B.

a) Was bedeutet 2 - A in diesem Kontext?

b) Was bedeutet A - B in diesem Kontext?

c) Was bedeutet 1,05 - B in diesem Kontext?

d) Was bedeutet 0,92 - B in diesem Kontext?

In einem Shop werden 12 verschiedene Typen
von Mobiltelefonen zum Verkauf angeboten. Die
Verkaufspreise aller 12 Produkte werden in
einem ,Preisvektor* P ibersichtlich zusammen-
gefasst, ein ,Lagerbestandsvektor* L fasst die
Anzahlen der vor der Ladendéffnung je Typ vor-
handenen Gerate Ubersichtlich zusammen, ein
,Verkaufsvektor“ V zeigt je Typ die Anzahl der
an diesem Tag verkauften Stlcke:

Py Iy Vi
Rl il T B A
P12 1 Viz

Stelle mittels Vektorformeln
a) den Lagerbestand S bei Geschaftsschluss,

b) den Umsatz U des Geschaftstages dar.
Hinweis:
Umsatz = Summe aller Verkaufserlose

Ein Biobauer bietet 8 verschiedene Apfelsorten
an, die unterschiedlich aufwendig in der Wachs-
tumspflege sind. Die Selbstkostenpreise in
Euro je 1 kg Apfelsorte lassen sich im Vektor S,
die Verkaufspreise in Euro ohne Mehrwertsteuer
im Vektor N und die abgesetzten Mengen im
Vektor M zusammenfassen.

a) Gib eine Formel fur den Gewinnvektor G in
Abhangigkeit von N und S an.

b) Gib eine Formel fir den Verkaufspreisvektor
V inklusive 20% Mehrwertsteuer in Abhan-
gigkeit von N an.

c) Was bedeutet M - V?



————{(  Windschiefe Geraden

668 ) a) @@ Diskutiert die folgende Methode zur Be-
stimmung des kurzesten Abstandes zwi-
schen zwei windschiefen Geraden:

Du legst durch eine der beiden Geraden
(z. B. h) eine Ebene ¢, die parallel zur ande-
ren Geraden g liegt. AnschlieRend bestimmst
du den Normalabstand eines beliebigen
Punktes G, der auf g liegt, von der Ebene e.

AA
V

Die Normalvektorform der Ebene € erhaltst
du indem du aus den Richtungsvektoren der
beiden Geraden g und h den Normalvektor
n =g X h berechnest und dann mit einem
beliebigen Punkt H der Geraden h die Ebe-
nengleichung aufstellst.

b) & Begriindet mithilfe der Beziehung fur
Normalprojektion (vgl. Abschnitte 4.3 und
4.12), dass sich der kurzeste Abstand zweier
windschiefer Geraden mithilfe der folgenden
Formel ermitteln lasst:

d(g, h) = | @'(é:oxﬁon

@ Berechne den kirzesten Abstand zwischen den
windschiefen Geraden:

0 2 -1 4
a) g X=|-2|+s|2|h X=|1|+¢t|3
5 -3 4 1
-1 0 4 2
b) g: X=(3]|+s|3| h: X=|5 |+t|3
3 1 -2 2

670 ) &8 L&sst sich auch zwischen windschiefen Ge-
raden ein Schnittwinkel angeben?
Wenn ja, versucht eine Definition zu geben!

@ & Versucht eine Strategie zu entwickeln, wie
sich jene Punkte auf zwei windschiefen Geraden
finden lassen, wo der kurzeste Abstand zwi-
schen den beiden Geraden auftritt.

4. Analytische Geometrie des Raumes

@ B Entwickle mit dem Computeralgebrasystem
eine Funktion, die den klrzesten Abstand zwi-
schen zwei windschiefen Geraden ermittelt.

@ H Gegeben sind die Gerade

1 1
g:X({t)y=|21]+t-| 0] unddie Gerade h, die
2 2
durch die Punkte P(2]1]0) und Q(-4|7|3)
geht.

a) Zeige, dass die Richtungsvektoren der bei-
den Geraden normal aufeinander stehen,
die Geraden aber windschief zueinander
sind!

b) Bestimme den Abstand der beiden wind-
schiefen Geraden!

c) Der Punkt R (3|1|6) liegt auf der Geraden g.
Die Punkte PQR bilden ein Dreieck. Unter-
suche, ob dieses rechtwinklig ist, und be-
rechne seinen Flacheninhalt.

d) Berechne jene beiden Punkte G (auf g) und
H (auf h), bei denen der kurzeste Abstand
auftritt.

674 ) 7Zwei Flugzeuge fliegen mit gleichbleibender Ge-

schwindigkeit auf geradem Kurs. Das erste be-
findet sich zur Zeit t = O im Nullpunkt eines
geeignet gewahlten Koordinatensystems. Zur
Zeitt = 1 ist es in P(1]|6]|2). Zu den entspre-
chenden Zeiten befindet sich das zweite in
Q(2]30]0) bzw. R(3]27|4) (Koordinatenanga-
ben in 10 m, Zeiteinheiten in Sekunden).

a) Beschreibe die beiden Flugrouten mithilfe
einer Parameterdarstellung. Welche Ge-
schwindigkeiten haben die beiden Flug-
zeuge?

b) Zeige, dass sich die beiden Flugbahnen
schneiden und gib den Schnittpunkt an.
Wirden die beiden Flugzeuge tatsachlich zu-
sammenstoRRen?

c) Unter welchem Sehwinkel erscheinen vom
Schnittpunkt S aus die beiden Startpunkte
O und Q?

d) Um sicherzugehen, wird der Kurs des ersten
Flugzeuges so geandert, dass es sich bei
gleicher Ausgangsposition nach t = 1 im
Punkt T(1|0|5) befindet. Die beiden Bahnen
sind nun windschief zueinander. Wie grof3 ist
der minimale Abstand der beiden
Bahnen?
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Vergleich zwischen skalarem und vektoriellem Produkt

- e Vergleicht die Definitionen und Eigenschaften von skalarem und vektoriellem Produkt und diskutiert
Ubereinstimmungen und Unterschiede! Beweist gliltige Aussagen durch direktes Nachrechnen mit

. a | . b,
a=\|a,|, b= und beantwortet die offenen Fragen z. B. dadurch, dass ihr konkrete Zahlen einsetzt.
as by
Skalares Produkt Vektorielles Produkt
Algebraische Definition:
. . a,b; —asb,
a b =a,b;, +a,b, +azb, X b —(a, by — azh,)
a;b, —a,b,
Geometrische Definition:
I I -
N | . | A=laxb]|
b | b | - )
| (16 - sina
o o
|b| -coso. & a
a-b=|al-|b|-cosa la xb|=|a|-|b]|-sina
Winkel zwischen zwei Vektoren
_5'5_"_ﬁ ) o : 7|5XB|7ﬁ g o o
008 & = T FT = o b, (0°=< o= 180°) sma—m—|aoxbo| (-90° < o < 90°)
= la-B| _p = - _laxb| 2. =
Normalprojektion: |b,| = i |b - a,] Normalabstand: [b,| = i |b X a,|
- a a
Orthogonalitat: a +b =0 < a Lb Parallelitdt: @ Xb =0 < alb
Gilt das Kommutativgesetz?
5.5-6-a  ixb-bxa
Multiplikation mit dem Nullvektor
a:6=0 \ axX06=0
Multiplikation gleicher Vektoren
a-a=|af \ axa=o
Gilt das Assoziativgesetz?
a-(b-c)=(@-b)-¢ ‘ ax(bXxcd)=(@ XxXb)xc
Gilt das Assoziativgesetz mit einem Skalar?
k-@-b)=(k-a)-b=a-(k-b) ‘ k-(@Xb)=(k-a)xXb=a X (k-b)
Gilt das Distributivgesetz?
a-b=xc)=a-b+a-c ‘ axb=*xc)=axb+axc
Verknupfung der beiden Vektorprodukte mittels Beziehung von Lagrange
@-b)?+ (@ xby=a%-b>
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. Sprache der Mathematik

Thema Vektoren im Raum - Ordne richtig zu!

1. Der Weg vom Punkt A zum Punkt B wird beschrieben durch ... [} 2AB
2. Sind A und der Weg AB bekannt, so ergibt sich B durch ... -AB
3. Der Gegenvektor zum Vektor vom Punkt A zum Punkt B ... (JB=A+ AB
4. Die Differenz der Vektoren AB und BA ... C] AB=B—-A

(677) Thema Winkel, Parallelitat und Orthogonalitat - Ordne richtig zu!

1. Die Vektoren a und b im Raum liegen parallel ... (Ja-b=0

2. Die Vektoren & und b im Raum liegen normal ... (Jaxb=

3. Der Winkel zwischen zwei Vektoren ergibt sich aus ... (] cos = %
4. Der Winkel zwischen zwei Ebenen ergibt sich mittels ... C] sin ¢ = |a, X 50|

Thema Darstellung von Geraden und Ebenen im Raum - Ordne richtig zu!
1. Ebene festgelegt durch drei Punkte ... C] X=A+s- A_E§ +t- A_é
2. Ebene festgelegt durch einen Punkt und einen Normalvektor ... C] X=G+t-GP
3. Gerade im Raum beschrieben durch Punkt und Richtungsvektor ... () n =X =17 - A
4. Gerade im Raum beschrieben durch zwei Punkte ... ()x=G+t-g

Thema Vektorprodukte - Ordne richtig zu!

a,b; — azb, n
~(@,bs — a;b,) () skalares Produkt (7) vektorielles Produkt
a;b, —ayb;
EE |5| . sin o () skalares Produkt () vektorielles Produkt
a,b, + ab, + asb, (O) skalares Produkt (1) vektorielles Produkt
|| |b]| - cos a () skalares Produkt () vektorielles Produkt

Thema Lagebeziehungen - Ordne richtig zu!

1. Die Gerade g schneidet die Ebene ¢ ... C] gNne=g

2. Die Gerade g liegt in der Ebene ¢ ... (Jgne=0=¢g]|e
3. Die Gerade g liegt parallel zur Ebene ¢ ... C] gNeg =g

4. Die Ebenen g, und ¢, schneiden einander ... ()gne={s}

5. Die Ebenen g, und ¢, sind identisch ... C] g Ne =0

6. Die Ebenen g, und ¢, liegen parallel ... C] € =g

Thema Projektionen, Abstande und Volumina - Ordne richtig zu!

1. Lénge der Normalprojektion von b auf & ... () d=|PA X iy

2. Normalabstand eines Punktes P von der Geraden g (G, g) ... C] d= |@5 X 8|

3. Normalabstand eines Punktes P von der Ebene € (A, 1) ... Ov= % -|(@ x b)-c]|
4. Volumen des von &, b und ¢ aufgespannten schiefen Prismas ... (_) [b,| = |b - a,|

5. Volumen der von a, b und ¢ aufgespannten Pyramide ... C] V=@ xb)-c|
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Fiir die folgenden Uberlegungen verwenden wir folgende drei Korper: einen Quader
mit der Grundflache eines Rechtecks, eine quadratische Pyramide und eine
Doppelpyramide (“Oktaeder”) mit quadratischer Grundflache:

A B

Wir schneiden diese Korper mit ebenen Flachen und er-
halten jeweils zwei Teilkdrper. Wir besprechen jeweils ei-
nen dieser Teilkorper und beschreiben die Schnittfldche.

P> 1 Beschreibe folgende Teilkérper und Schnittflachen:

H

H G G H G
1
EK EE F | F
\ \ |
\ I
\ \ |
\ \ |
\ \ A !
| eZe ‘ ee 1 | ee B,
\ o | - | g
1Ze N\ | J&S | _ e _ | _
D c A c Dl c
7/ v 7/
A B A B A B
Ausflihrung:

a) Die Oberflache des ersten Teilkorpers besteht aus 3 Rechtecken und aus
2 Dreiecken (5 Teilflachen). Sein Volumen ist halb so grof wie das des
Quaders. Die Schnittflache ist ein Rechteck.

b) Die eingefarbte Schnittflache ist ein gleichschenkliges Dreieck.

c) Der Teilkorper ist — genau genommen — trotz der schragen Schnittflache ein
Quader. Du siehst das, wenn du den Quader (in Gedanken) auf die Grund-
flache BCC,B, stellst.
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Die Langen der Schnittkanten kannst du
oft mithilfe rechtwinkliger Dreiecke berech-
nen. Fur die folgenden Beispiele sind die
Koordinaten der Eckpunkte der ,,unversehr-
ten“ Korper und — falls nétig — die Teilungs-
verhaltnisse gegeben:

P> 2 Die Eckpunkte ABCD der quadrati-
schen Pyramide haben die Koordinaten
A(3|-1]0), B(3|3]0), d
C(-1|3]0), D(-1|-1|0)

und die Spitze S(1|1|6).
Berechne den Flachen-
inhalt der Schnittflache
und das Volumen
des Teilkorpers!

Ausflihrung:

Flr den Flacheninhalt der Schnittflache be-
rechnen wir die Lange der Diagonale:

AC = |AC|

Die Hohe der Pyramide ist h = 6 E, damit
erhalten wir fUr die Schnittflache A = —AC3' il
Das Volumen ist genau halb so grofs wie
das Volumen der gegebenen Pyramide:

_ 4.6 _ 2
V=-73—=24E

-

P 3 Die Eckpunkte ABCD der quadratischen Pyramide haben
die Koordinaten A (3]|-1|0), B(3|3]0), C(-1|3|0), D(-1|-1|0)
und die Spitze S(1]1|6). Die Teilungspunkte teilen die Kanten
der Pyramide im Verhaltnis 1 : 1 oder 1 : 3. S

Berechne die Koordinaten der
Eckpunkte der Schnittflache!

Ausfiihrung:

Berechne die Halbierungspunkte:
A+ A+S

A1 = Tz = (2!5|_0!5|3’5)

c, =%£5 =(0]2/3)

B,, D, analog.

P 4 Die Eckpunkte ABCD
des Oktaeders haben die Ko-
ordinatenA (2|2|0),B8(8|2|0),
C(8]8]0), D(2]8]0) und die
beiden Spitzen E(5|5|5) und
F(5|5|-5). Eine Schnittebene
teilt das Oktaeder so, dass
sechs Kanten halbiert wer-
den. Zeige, dass die einge-
zeichnete Schnittflache
kein regelmagiges
Sechseck ist!

Ausfiihrung: Bestimme die Koordinaten der

Teilungspunkte fur alle Kanten und be-

rechne daraus die Seitenlangen fur

das Sechseck: A, (3,5/3,5|2,5),

D,(3,5/6,5|2,5), C,(6,5/6,5|-2,5), B,(6,5/3,5|-2,5),
P(5|2|0) und Q(5|8]0).

0 . 1,5
AD, =|3||=3E DQ=]| 15 |/=~328E
0 2,5

Das Sechseck ist somit nicht regelmaRig.
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. Meine Kapitelcheckliste
zu Analytische Geometrie des Raumes

— CIIE» D

(d.h. ich kenne, ich kann beschreiben, (d.h. ich kann darstellen, berechnen, 78},
sagen, erklaren, verdeutlichen, ... ) interpretieren, begriinden, finden ...) Aufgaben

Blh@mna Was ist ein Vektor im Raum?

() ... was ein Vektor ist und wie er mit drei () ... aus Punkten Vektoren ermitteln. ... 490, 491
Komponenten angeschrieben wird. () ... Wegbeschreibungen mit Vektoren ... 492
angeben.

Blh@mn& Rechnen mit Vektoren !

(J ... wie Vektoren addiert und mit skalaren | (J ... Vektoren und ihre Vielfachen addieren ... 504
GrofRen multipliziert werden. und subtrahieren.

O . was das Vielfache eines Vektors () ... die Parallelitat zweier Vektoren ... 505
geometrisch bedeutet. erkennen und nachweisen.

@ . was der Betrag eines Vektors ist. () ... die Lange eines Vektors bestimmen. ... 510, 511

El[h@mn&  Skalares und vektorielles Produkt

@ . wie zwei Vektoren skalar multipliziert () ... das skalare Produkt algebraisch ... b17
werden. ermitteln und Uberprifen, ob zwei
@ . was das skalare Produkt ist. Vektoren normal aufeinander stehen.
@ . was das vektorielle Produkt ist. (J ... den Winkel zwischen Vektoren be- ... 519
O . was die Normalprojektion eines stimmen.
Vektors auf einen zweiten ist. (J ... die Normalprojektion eines Vektors ... 520
O . was das vektorielle Produkt geome- auf einen anderen ermitteln.
trisch bedeutet. (J ... den Normalvektor zu zwei Vektoren ... 549
bestimmen.
Bh@mn&a Geradengleichung i
(J ... die Geradengleichung in Parameter- (J ... Geradengleichungen in Parameter- ... 529,530
form. form aufstellen.
(J ... Uberpriifen, ob ein Punkt auf der ... 533
Geraden liegt.
| Elh@mn&  Ebenengleichung :
O ... die Ebenengleichung in Parameter- Q .. Ebenengleichungen in Parameterform ... 566, 579
form. und in Normalvektorform aufstellen.
O ... die Ebenengleichung in Normalvektor- Q .. Uberprufen, ob ein Punkt auf der ... 569
form. Ebene liegt.
() ... elementare Lagebeziehungen zweier ... 585

Ebenen erkennen.
| Blh@mR& Lagebeziehungen -

() ... die Bedeutung von Gleichungssyste- @) . den Schnittpunkt zweier Geraden be- ... 540
men fur Geraden und Ebenen im rechnen.
Raum. O . den Schnittpunkt einer Geraden mit ... 595
einer Ebene berechnen.
O . die Schnittgerade zweier Ebenen be- ... 603
rechnen.
@) . den Schnittpunkt dreier Ebenen be- ... 604
rechnen.
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— I — T

BREmn&E Winkel, Abstande, Flachen und Volumina
@ wie der Winkel zwischen Geraden, (J ... den Winkel zwischen Geraden und ... 598
zwischen Ebenen sowie Geraden und zwischen Ebene_n berechnen. -
Ebenen bestimmt werden kann. Q . den Abstand zwischen Punkt und
i i Geraden berechnen.
... wie der Abstand zwischen Punkt und : .
- Gerade ermittelt werden kann. () ... den Abstand zwischen Punkt und oo (612
i i Ebenen berechnen.
.. wie der Abstand zwischen Punkt und : .
- Ebene ermittelt werden kann. () ... Flachen und Volumina mit Vektor- ... 557,631
O ... wie Vektorprodukte zur Berechnung produkten berechnen.
von Flachen und Volumina verwendet
werden.
T

Kompetenzen fiir meine Matura

(J Ich kann die Eckpunkte von einfachen Prismen und
Pyramiden mithilfe von Koordinaten beschreiben.

(J Ich kann dreidimensionale Vektoren als Punkte bzw.
Pfeile im Raum interpretieren.

() Ich kann Vektoren im Raum addieren und Vielfache
berechnen.

(J Ich kann die Rechenoperationen zwischen Vektoren
geometrisch deuten (Parallelitat, Orthogonalitat).

J Ich weif3, wie man den Winkel zwischen zwei Vektoren
berechnet.

() Ich kann den Normalvektor zu zwei Vektoren geome-

trisch interpretieren und in geometrischen Aufgaben-
stellungen einsetzen.
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. Teste dein Wissen!

Kreuze die richtige Antwort an! Es kdnnen auch mehrere Antworten richtig sein.

682 ) Welche Aussage ist richtig? 685 ) Von welcher Art ist das Ergebnis des betref-

() Jeder Positi ed Punkt) im R ; fenden Vektorprodukts?
eder Position (jedem Punkt) im Raum ent-
( ) () ist ein Vektor.

spricht ein Vektor. a-(b xc) ® o Sl
() Jedem Weg (Pfeil) im Raum entspricht ein ~ . .
ax@xe Qe
() Jedem Vektor entspricht genau eine Posi-
tion (ein Punkt). 686 ) Abstande: Welche Aussage ist immer richtig?
() Jedem Vektor entsprechen unendlich viele O d(P,g)=0 = Peg
Wege (Pfeile).
(JAce = dA,e)=0
683 ) Gilt das auch im Raum? D d@gh =0 = g|h
() Halbierungspunkt von A und B:
H=3-(A+B) 687 ) Lagebeziehungen: Welche Aussage ist richtig?
() Schwerpunkt des Dreiecks A, B, C: () Zwei Ebenen haben stets eine Schnitt-

SZ%'(A‘*‘B'FC) gerade.

) } L () Zwei Geraden im Raum konnen identisch
() Teilungspunkt der Strecke AB im Verhaltnis sein, parallel sein, einen Schnittpunkt
3:4: - haben oder windschief sein.
T=A+ z° AB ) B )
() Drei Ebenen konnen 1, 2 oder 3 Schnitt-
punkte haben.

684 ) Verwende die Abbildung: () Eine Gerade und eine Ebene haben stets
genau einen Durchstopunkt.

688 ) Parallel oder normal? Stimmen die Aussagen
unter den angegebenen Voraussetzungen?

wahr  falsch
Voraussetzung:

g Xt)=G+t-g und
e n-X=0
Aussage: glle © g Ln Q @

Welche Aussage ist richtig? Voraussetzung:
e - 5 — alln g:)j(t):G+t-g und
~ en-X=0
Un=axb = aln Aussage: glle o £|n O @
Uaxb=0 = alb
== S Voraussetzung:
Qéxb=0 = alb g: a,x +b,y+c,z=d,
Oaxblbxa £ a,X + by + ¢,z =d,
O5%E=-bx3 Aussage: ¢, | €,
a; a,
QrFi=3x8 = Bln o b)=k- b, | A
f - o e . 0O O
On=axb = (nLa)A(M Lb) d, #k-d, keR

Losungen zu allen Aufgaben findest du in: Thema Mathematik 6 Losungen (SBNR 150.261)
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eelle Funktionen

In der 5. Klasse hast du Funktionen als eindeutige Zuordnungen kennengelernt. Du kennst die Begriffe
Definitionsmenge, Wertemenge, unabhangige und abhangige Variable. Du kannst eine Funktion darstellen
durch Funktionsterm, Wertetabelle, Funktionsgraph und Pfeildiagramm.

In diesem Kapitel beschranken wir uns auf Zuordnungen zwischen reellen Zahlen. Wir werden verschie-
dene Typen von Funktionen im Hinblick auf ihre Eigenschaften untersuchen.

Darstellung
< Graph ) DR R
° Nertetabelle rl
* Funktionggleichung 114
> Mengendiagamm 29
- : 5]

/
: Tup - pv}entfunkﬁ n
Reele Funklionen ——— ¥ © F e

| * Logarthmusfunlton
Pammefewaidﬁon * Winkelfonkfion

LI"~'| i

P

Figenchaften il

i ol
\ “bd ® Fixpun
: Z < Honchonie

lﬂl(d[ES Haximim o Biigkfiitat
\ /\ ° F@Jéiﬁizim
¥ °ngmefrie
" lokals| Mirimam i i /

L33



5.1 Nulistellen und Fixpunkte

Wir schreiben:

Eine reelle Funktion f: D, — W, ist eine eindeutige Zuordnung zwischen reellen Zahlen.
Definitions- und Wertemenge sind Teilmengen der reellen Zahlen: D, c R, W, c R.

y = f(x) oder X—y

Im Allgemeinen nehmen wir an, dass D, = R.

Je nach Aufgabenstellung verwenden wir verschiedene Darstellungsformen fur eine Funktion:

Wertetabelle, Funktionsgraph, Funktionsterm oder Pfeildiagramm.

Mithilfe einer Wertetabelle und eines Pfeildiagramms konnen wir nur Funktionen mit endlicher Definitions-
menge vollstandig darstellen. Ist die Definitionsmenge unendlich grof3, so zeigen diese beiden Darstel-
lungsformen nur einen Ausschnitt der Funktion. Meist zeigt auch der Funktionsgraph nur einen Ausschnitt

der Funktion.

689 ) Stelle die Funktion f: R — R, f(x) = x> mithilfe eines Funktionsgraphen, einer Wertetabelle und
eines Pfeildiagramms dar. Wird jeweils die gesamte Funktion dargestellt?

Ausfiihrung: Die Funktion wird in keiner der
folgenden Darstellungsformen vollstandig
wiedergegeben.

y

R
D e e R

=

ln o nalola b bl |

)

:a;.n |
R E e alaloa e e |

Eine Nullstelle einer Funktion f: D, — W, gibt an, wo ihr Funktionswert gleich null ist. Ein
Fixpunkt einer Funktion f: D, — W, gibt an, wo ihr Funktionswert gleich dem zugehdrigen x-Wert ist.

x_ ist Nullstelle

null

X5, ist Fixpunkt

& X)) =0
s fXg) = X,

IX

690 ) Gib die Nullstellen und Fixpunkte der durch ihren Graphen
gegebenen Funktion f an.

Ausfuihrung: An den Nullstellen schneidet der Graph die

x-Achse,

eine Nullstelle x

das ist hier im Punkt N(O|0O). Die Funktion hat
= 0.

null

In den Punkten F,(0|0), F,(-2|-2), F;(2]|2) stimmen die
x- und y-Koordinaten Uberein. Es gibt drei Fixpunkte:

Xy = O'

Xixg = -2, Xixs — 2

t t t
-3 -2 1

-1+

2+

-3+

In einem Fixpunkt schneidet der Funktionsgraph die Gerade y = x. Diese Gerade nennen wir die

1. Mediane.
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Aufgaben

5. Reelle Funktionen

Stelle die Funktion f mithilfe eines Funktions-

graphen, einer Wertetabelle und eines Pfeildia-
gramms dar. Wird jeweils die gesamte Funktion

dargestellt?

a) fx) = x°
c) f(x) = —x*
e) f(x) =5x

Wie 691:

a) f(x) = 2x
c) flx) = (2x)°
e) f(x) = 22

b) f(x) =-x°
d) f(x) = x*
f) f0=%

b) f(x) = —(2x)?
d) f(x) =3
0 1= (3]

Gib fur die Funktion f einen Funktionsterm, ei-

ne Wertetabelle und ein Pfeildiagramm an. Ist
die Darstellung eindeutig?

a) y
21

1+

b) y

2 0 1 2

c)

-2 2

24

2 41 0 1 2

-1+

=21

-8+

Gib flur die Funktion f einen Funktionsterm, ei-

nen Graphen und ein Pfeildiagramm an. Ist die

Darstellung eindeutig?

a x |3/ =2|-1]o0o]1]2]3
fx) |-12] 8|14 0| 4] 8|12
by x |3|—=2|-1]0]1]2]3

c) x |3|-2]-1,|0 1 2 3
fix) | 3 2 110 |-1-2|-3
d x 3|=2]-1]0 1 2 3
fx) |4 -3|-2,-1|0 1 2

Stelle die Funktion f mithilfe eines Funktions-
terms, eines Graphen und einer Wertetabelle

dar. Ist die Darstellung eindeutig?
a) R

by Vergleicht die verschiedenen Darstel-
lungsformen einer Funktion. Wo seht ihr jeweils
Vor- und Nachteile? Fir welche Funktionen sind
welche Darstellungsformen gut bzw. nicht gut

geeignet? Erstellt eine Prasentation!

Gib Nullstellen und Fixpunkte der Funktion an:

a)

Wie 697:
a) flx = (x = 2y
c) fx)=x*—1

e) f(x) = Vx

(693) Wie 697:

(1) fur die Funktionen aus Aufgabe
(2) fur die Funktionen aus Aufgabe
(3) fur die Funktionen aus Aufgabe
(4) fur die Funktionen aus Aufgabe

b) f(x) = —(x + 4)?
d) fx) =—x*+3

f) f(x) = Vx

692.
693.
694.
695.
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. 5.2 Monotonie und Extremstellen

Globale Extremstellen einer Funktion f: D, — W, geben an, wo ihre Funktionswerte mini-
mal bzw. maximal werden. Die globalen Extrema sind die zugehorigen Funktionswerte.
Eine Funktion nimmt bei X, €iN globales Minimum an, wenn  f(x,,) < f(x) V x € D..
Xnax €IN globales Maximum an, wenn  f(x) < f(x V x € D..

max)

700 ) Ein 23 km langer Wanderweg durch das 800 [ m
Ausseerland fuhrt von Altaussee Uber
Bad Aussee nach Hallstatt. Beschreibe 600
die Funktion, die dem Hohenprofil in

der Abbildung zugrunde liegt. Gib ihre 400
globalen Extremstellen an und interpre-

tiere sie! 200
. km
Ausfuhrung:
. . . 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 N
Die Funktion f ordnet der Lange des £ ¥ & & &
.. . . . g N4
zuriickgelegten Weges jeweils die aktu- & N & & L
&

elle Seehodhe zu.
f: [0; 23] = R, Weg (in km) — Seehdhe (in m)
Zum Beispiel: f(6) = 650, denn Bad Aussee liegt etwa 650 m Uber dem Meer.

Globale Extremstellen:
Xin = 23 Die tiefste Stelle (= 520 m) wird nach ca. 23 km (in Hallstatt) erreicht.
Xmax = 11 Die hochste Stelle (= 800 m) wird nach ca. 11 km (beim Sarstein) erreicht.

Gerade beim Wandern oder Rad fahren interessiert dich sicher auch, wann es bergauf und bergab geht.
Mathematisch gesehen fragen wir uns dabei, ob Funktionswerte wachsen oder fallen.

Eine Funktion f: D, — W,, y = f(x) heifdt
streng monoton wachsend, wennx, <x, = f(x;) <f(x,)

streng monoton fallend, wennx, < x, = f(x;) > f(x,) V Xy Xp € Dr

Bemerkung: Gilt nur das <- bzw. =-Zeichen zwischen den Funktionswerten, so nennen wir die Funktion
monoton wachsend bzw. monoton fallend.

701 ) Beschreibe die Monotonie der Funktion, die dem Hohenprofil aus Beispiel 700 zugrunde liegt.

Ausfiihrung:

In0 =< x <6 ist f streng monoton fallend. Die ersten 6 km geht es bergab.

In6 =< x =< 11 ist f streng monoton wachsend. Von Kilometer 6 bis 11 geht es bergauf.

In 11 < x < 23 ist f monoton fallend. Ab Kilometer 11 fUhrt der Weg bergab oder eben.

6 km nach Beginn der Wanderung und bei Kilometer 11 andert sich jeweils die Monotonie.

An einer lokalen Extremstelle andert sich die Monotonie der Funktion.
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Hinweis

5. Reelle Funktionen

Jedes globale Extremum ist entweder ein lokales Extremum oder es liegt am Rand des Definitions-
bereiches. Wir unterscheiden folgende Arten von Extremstellen:

lokal oder global

und Minimum oder Maximum

——( Aufgaben )

Bei der Osterreich-Radrundfahrt stellt die
124 km lange Grofglockner-Etappe eine der
groRten Herausforderungen flr die Sportler dar.
Die Abbildung zeigt das Hohenprofil der
Strecke.

Beschreibe die Funktion, die dem Hohenprofil in
der Abbildung zugrunde liegt. Gib ihre globalen
Extremstellen an und interpretiere sie!

Hochtor
Fuscher Torl 2504 m
2428 m

| 27,7 km 1 20,4 km T132km |
2300 el I7:9% 197 %

% '
| 1666 hm 1618 hm

1850 m Hochmais
116 m fehre' 10
859 m
Gletscherstrafie
1913 m Kasereck
————————— /1690 m Kasse Rogbach

620 m Piffkar
2275m Fuscher Lacke

1301 m_Heiligenblut

757 m Bruck a/d.Glstr. |

—-t805m Fuseh —-—1—1—r—r—-—-—

[47,8km
GroBglockner

73km  44km [2.8km 4.8km 23kn 26km|3,5km| | 4.4 km
07% 149% 144% 99% 1200%102%88%| | 52%
73 11,7 145 193216 242 27,7 33,4 HochalpenstraBen AG

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46

b Angeblich fluhrt die Groglockner-Etappe (si-
ehe Aufgabe 702) Uber mehr als 3000 Hohen-
meter. Konnt ihr das aus dem Hoéhenprofil he-
rauslesen? Wie?

Beschreibe die Monotonie der Funktion aus Auf-
gabe 702. Gib lokale Extremstellen und Extrema
an und interpretiere sie!

Die Hubertus-Loipe im Pitztal ist eine beliebte
Langlaufloipe. Die Abbildung unten zeigt das
Hohenprofil der Strecke.

Beschreibe die Funktion, die dem Hohenprofil in
der Abbildung zugrunde liegt. Gib ihre globalen
Extremstellen an und interpretiere sie!

Beschreibe die Monotonie der Funktion aus Auf-
gabe 705. Gib ihre globalen Extremstellen und
Extrema an und interpretiere sie!

g o
8 Harbeweiher )
bl .

s Abzweigung 1650 itézi/vglgung %
7] 1600 2
1500 ‘ ‘

[0] 1 km 2 km 3 km 4 km 5 km 6 km 7 km 8 km
I I I ]

3 Angeblich weist die Hubertus-Loipe (siehe
Aufgabe 705) einen Hohenunterschied von 130
m auf einer Lange von etwa 8 km auf. Konnt ihr
das aus dem Hoéhenprofil herauslesen? Wie?

Der Preis fur Rohdl wird international in US-Dol-
lar pro Barrel (1 Barrel entspricht ca. 159 Liter)
angegeben. Er ist entscheidend flr den Preis
von Benzin oder Heizol.

Welche Funktion wird durch den Graphen be-
schrieben? Gib ihre globalen Extremstellen an
und interpretiere sie!

80

Olpreis 1989-2006 Wirbelsturm Katrina
70
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Quelle:

http://commons.wikimedia.org/wiki/ File:%C3%96Ipreis-1985-2006.png

Beschreibe die Monotonie der Funktion aus Bei-
spiel 708. Gib lokale Extremstellen und Ex-
trema an und interpretiere sie!

Zeichne den Graphen der Funktion. Beschreibe
die Monotonie, gib, falls vorhanden, globale und
lokale Extremstellen und Extrema an!

a) fx) =x*—2x b) f(x) =x*—3x* + 2x

¢) f =125 d) f() =255
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5.3 Symmetrie und Periodizitat

Der Graph einer Funktion kann symmetrisch zu einer Geraden oder zu einem Punkt sein. Dies erkennen
wir am Graphen, aber auch am Funktionsterm. Wir betrachten zwei besondere Formen der Symmetrie, die

man sehr leicht am Funktionsgraphen erkennt:

Der Graph von f liegt symmetrisch zur y-Achse.
Esgilt: f(x) =f(x) VxeR

gerade Funktion
f(=x) = f(x) Vx e D
Graph symmetrisch zur y-Achse

-X

g(-x) :

g

Der Graph von g liegt symmetrisch zum Koordina-
tenursprung. Es gilt: g(—x) = g(x) VxeR

ungerade Funktion
f(—x) = —f(x) Vxe Db
Graph symmetrisch zum Koordinatenursprung

Funktionswerte konnen sich in regelmafigen Abstanden wiederholen. Betrachte diesen Graphen:

f(x+p)l
|

Hier wiederholen sich die Werte im Abstand von p = 4, denn f(x) = f(x + 4)

Eine Funktion f:
(frihestens) in einem Abstand p > O wiederholen:

6

VxeR.

D, — W, heifit periodisch mit Periode p, wenn sich ihre Werte

f(x) = f(x + p) V x € D,

711 ) Lies aus dem Graphen ab und begriinde: Ist die Funktion gerade oder ungerade? Ist die Funktion

periodisch? Gib gegebenenfalls die Periode an!

o

Ausfiihrung:

VAV

Der Graph ist symmetrisch zum Koordinatenursprung. Daher ist die Funktion ungerade und es gilt

f=x) =fx) VxeR.

Die lokalen Maxima der Funktion liegen bei —4,5; -2,5; -0,5; 1,5; 3,5; usw. Daraus kdnnen wir

die Periode ablesen: Die Funktion ist periodisch mit Periode 2, d. h. f(x) = f(x + 2)
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5. Reelle Funktionen

——( Aufgaben )

(112) Zeichne die Funktion, lies ihre Eigenschaften
aus dem Graphen ab und begriinde: Ist die
Funktion gerade oder un- gerade? Ist die Funk-
tion periodisch? Falls ja, gib die Periode an!

a) f(x) =3x* —4x*
c) f(x) = -+ 5x
_ A+
e) f(x) = TX
@D wie 712
a) f(x) =

b) f(x) =
c) f(x)
()

- 47 +3
x+1) -1
2 - 6x+9

(
(

b) f(x)=§+x

d) fx) = £ - x*

_xt2
f i) =25

X
d) fx)=x>+3x*+3x+1

Lies Eigenschaften der Funktionen f(t) aus den

Funktionsgraphen ab:

a)
y="1(t)
HHH
: I Il I :
11 o o |
. ! ! L L
1
b)
y="1(t)
P—Y *r—9 *r— .—?
I I |
0 S S O S S S S B
N [ B B
S S U U U S 0 G G S A U
1

(715) Wie 714 fir diese Funktionen aus der Musik:

a)
f(t)

Lt |

b)

f(t)

A

A

(116) wie 714:
a)

4 -3 2 4

1

® @& Gibt es eine Funktion, die symmetrisch zur
x-Achse ist? Begrindet!

® @ Skizziert, wenn moglich, den Graphen einer
Funktion, die symmetrisch zur gegebenen Gera-

den ist.
a)y=4 b) y=-2 c) x=1
d) x=-3 e) y=x f) y=-x

i.“. Konnen wir die Periode der Funktion aus
Beispiel 711 auch an lokalen Minima oder an
den Nullstellen ablesen? Begriindet!
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. 5.4 Biijektive Funktion und Umkehrfunktion

721 ) Ein Wanderer fuhrt bei seinem Weg von 800 [ M

Altaussee nach Hallstatt einen Hohen-
messer und das dir schon bekannte 600
Hohenprofil aus Beispiel 700 mit.

Wo befindet er sich, wenn sein Hohen- 400

messer a) 600 m b) 700 m anzeigt?
200

km
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
2] 2] 2 & 2
& 5 & o &
" & ) ’ ¢ N
Ausfuhrung:

Die Hohe, die der Hohenmesser anzeigt, ist auf der senkrechten Achse des Hohenprofils aufgetra-
gen. Auf der waagrechten Achse konnen wir seine Position ablesen.

a) Die Seehohe von 600 m gibt an, dass der Wanderer schon knapp 14 km zuruckgelegt hat. Er
befindet sich zwischen Sarstein und Obertraun.

b) Zeigt der Hohenmesser 700 m an, so kdnnen wir die Position des Wanderers nicht eindeutig
feststellen: Er kdnnte 2 km, knapp 7 km oder schon 12 km zuruckgelegt haben.

Mithilfe einer Funktion y = f(x) kdbnnen wir immer aus einem vorgegebenen x das zugehorige y angeben.
Beispiel 721 zeigt, dass dies umgekehrt nicht so sein muss: Wenn wir die Héhe y kennen, kdnnen wir die
zugehorige Position x manchmal nicht eindeutig bestimmen. Wir definieren folgende Eigenschaft einer
Funktion:

Eine Funktion f: D, — W, heifdt eindeutig umkehrbar, bijektiv oder eine Bijektion, wenn
jedes y € W, genau einmal als Funktionswert auftritt. Kurz:

ZuU jedem x ein y und ZU jedem y ein x

Die Umkehrfunktion f* einer bijektiven Funktion f: D,— W, xw~y ordnetjedem
Funktionswert sein Urbild zu. ' W, —>D, y—x

Die Funktion in Beispiel 721 hat keine Umkehrfunktion. Diese musste jeder Seehdhe eindeutig eine zuge-
horige Position des Wanderers zuordnen. Dies ist nicht moglich, weil eine Seehdhe (ein Funktionswert)
mehrfach auftritt.

122 ) Gib, wenn moglich, die Umkehrfunktion zu f: [0; oo — [-2; oo, x+—> 3x — 2 an.

Ausfilhrung: D, = [0; o[, W, = [-2; oo

f ist bijektiv, da jeder Wert aus [-2; o[ genau einmal als Funktionswert
auftritt. Daher hat f eine Umkehrfunktion .

Diese ordnet jedem y ein x zu. Wir formen daher nach x um:

y=3x—-2 o xz}%

Ergebnis: % [-2; oo — [0; oo, y > LE2
3
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5. Reelle Funktionen

Ahnlich wie die Bijektivitat sind folgende Eigenschaften definiert:

Eine Funktion f: D, — W, heif3t

injektiv }wenn jedesy e W, { hochstens } einmal als Funktionswert auftritt.
surjektiv mindestens

——( Aufgaben
723 ) Ein Langlaufer ist auf der Hubertus-Loipe im €D & 2 juliane meint: y

Pitztal unterwegs. Er fuhrt einen Hohenmesser ,Die Graphen von f 4T P

mit sich. Das Hohenprofil der Loipe kennst du und f* sind immer 3+

schon aus Aufgabe 705. symmetrisch zur 1. 5 f

Wie viel Kilometer hat der Laufer schon hinter Meqllang - Sie recht: 14

. e fertigt ihre Aussage X
sich gebracht, wenn sein Hohenmesser . > o R |
durch diese Abbil- 04 4+ 3 4
a) 1600 m b) 1580 m dung:
iot?

c) 1650 m d) 1670 m anzeigt? a) Recherchiert im Internet: Stimmt Julianes
° Aussage fur jede Funktion? Welche Voraus-
o . o .. .. .
Q Harbeweiher _ ? setzungen mussen erfullt sein?
= Abzweigung 1650 Abzweigung al
& 1600 1610 g b) Wendet das beschriebene Verfahren auf
M ‘ ‘ mindestens zwei geeignete Funktionen an
— und beschreibt es in einer Prasentation!
0 1 km 2 km 3 km 4 km 5 km 6 km 7 km 8 km
| | | |

128 ) Gib, wenn méglich, die Umkehrfunktion zur ge-

gebenen Funktion an. Plotte gegebenenfalls

724 ) Kann das Diagramm von Aufgabe 723 als bijek- Funktion und Umkehrfunktion in ein Diagramm.
tive Funktion aufgefasst werden? Begrlinde a) f: [0; 0o >[4, x—>2x—4

i !
deine Antwort! b) f: [0; oo[ = [-1; [, x+—0,5x —1

. ) ; ) ) c) f: [0; oo = [-o0; 5], x—>—x+5
725 ) Die Entwicklung des Rohdlpreises (in US- Dollar

pro Barrel) von 1989 bis 2006 kennst du schon d) f: [0; o[ = [7o0; 3], x—>-0,3x+3
aus Aufgabe 708. Wann lag der Preis fur ein

Barrel Rohol 729 ) Wie 728:

a) bei 40 US-Dollar? b) bei 30 US-Dollar? a) - [0; oo = [0; oo, x+>3x?

c) bei 20 US-Dollar? d) uber 50 US-Dollar? b)  R—[0; oo, x> (4x)

c) f: [0; 0o = [0; o[, x+>0,5x°

80

Olpreis 1989-2006

70

2 80 730 |st im Pfeildiagramm eine surjektive, injektive
= 50 2 Golfkbe oder bijektive Funktion dargestellt? Begriinde!
& 10 B a) . b) .
2 % . . . ~
'g 20 e - ° o —T— ae
2 o /N e o /N e

10

0 c) d)

1.1.89
1.1.80
1.1.91
1.1.92
1.1.93
1.1.94
1.1.95
1.1.96
1.1.97
1.1.98
1.1.89
1.1.00
1.1.01
1.1.02
1.1.03
1.1.04

1.1.05

1.1.06
o ©
®

.Iﬁ

726 ) Kann das Diagramm von Aufgabe 725 als bijek- o ° f
tive Funktion aufgefasst werden? Begrunde o | ——F—

deine Antwort!



5.5 Potenzfunktion

Eine Potenzfunktion ist eine reelle Funktion der Form f: D, - W, y(x) = ¢ - X' mit
Koeffizienten ¢ und Exponenten r € R.

Fur die Definitionsmenge D, gilt: Wenn der Exponent r < O ist, muss x # O sein.
Wenn r nicht ganzzahlig ist, beschrénken wir D, auf x = 0.

Besondere Potenzfunktionen (c € R)
konstante Funktion f: R—> R, y=c¢
Quadratfunktion fFR>R, y=c-x

homogene lineare Funktion f: R—> R, y=c - x
Quadratwurzelfunktion £ R SR y=c-x2

Eine Potenzfunktion mit einem negativen Exponenten ist eine Bruchfunktion. Ein Bruch im Expo-
nenten erzeugt eine Wurzelfunktion.

Vermutungen Uber Eigenschaften von Funktionen kdnnen wir aus dem Graphen ablesen. Flr die mathema-
tische Exaktheit sind Beweise aber unerlasslich.

731) B Plotte die Graphen verschiedener Potenzfunktionen mit geradem, ganzzahligem Exponenten.
Beschreibe ihre gemeinsamen Eigenschaften und beweise sie.

Ausfiihrung: Wir wahlen ¢ = 1 und zeichnen einige Graphen:
y y y

f(x) = x?

N A
Alle Graphen sind symmetrisch zur y-Achse. Daher sind diese Funktionen vermutlich gerade.
Schreibe den Funktionsterm in der Form f(x) = ¢ - x** mit z € Z \ {0}. So ist der Exponent
immer eine gerade ganze Zahl.
f(ox) = ¢+ (0 = ¢+ (X)) = ¢ (¢ = ¢ X" = flx)
Die Eigenschaften der Potenzfunktion sind verschieden, wenn der Exponent positiv oder nicht po-
sitiv ist. Wir unterscheiden daher zwei Falle:

1. Fall:  Exponentr >0
Bei x,,,, = O liegt vermutlich das globale Minimum der Funktion, d.h. f(0) < f(x) Vx e R.
f(0) = ¢ - 0°* = 0, daher bleibt zu zeigen, dass 0 < f(x) ist.
f(x) = c - x** = ¢ - (x*¥ = 0, weil x¥*> = 0 ist. Daher ist 0 < f(x).

2. Fall:  Exponentr =20

Die Funktion ist bei x = O nicht definiert, weil 0° nicht definiert ist und x” = Xi (Division
durch 0). Die Funktion hat fir r < O kein globales Minimum, aber f(x) = 0 V x € R\ {0}.
Auch hier gilt f(x) = ¢ - x** = ¢ - (*)* = 0, weil x> = 0 ist.
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5. Reelle Funktionen

Eigenschaften der Potenzfunktion f: D,—» W, y=c-x, reZ

f ist gerade } = {

f ist ungerade

Exponent r ist gerade
Exponent r ist ungerade

Alle Funktionswerte sind nicht negativ: f(x) =0 V x € D,

Vergleiche dazu 731 und 732.

—{ Aufgaben )

@ 8 Zeichne am Computer verschiedene Potenz-
funktionen mit ungeradem, ganzzahligem Expo-
nenten. Beschreibe ihre gemeinsamen Eigen-
schaften und begrinde sie.

@ 8 Zeichne am Computer verschiedene Potenz-
funktionen mit ganzzahligem Exponenten. Wo-
durch unterscheiden sich Potenzfunktionen, die
nur unterschiedliche Vorzeichen im Exponenten
haben? Begrunde deine Vermutung.

B Zeichne am Computer versg:hiedene Wurzel-
funktionen f: R — Ry, y = x»
Beschreibe ihre gemeinsamen Eigenschaften
und begrinde sie.
a) Verwende gerades n € N\ {0}.
b) Verwende ungerades n € N.

@ Die Bremsstrecke s, hangt von der Geschwin-
digkeit v und von der Bremsverzogerung a ab:

B 2a
Auf regennassem Asphalt betragt die Bremsver-
zdgerung a = 4 m/s? Stelle den Graphen der
Funktion s, (v) = s fur v € [0; 30] dar. Gib die
Eigenschaften des Funktionsgraphen an.

Eine Potenzfunktion ist durch ihren Graphen ge-
geben. Gib einen Funktionsterm, eine geeignete
Definitionsmenge und globale Extremstellen
und Extrema an.

a)

|
T
<

N
|
T

_“
N
| |
t t
ﬁ
>

o IS
| |
: :
f
>

@ 2 Was ist eine Asymptote? Welche Potenz-

funktionen haben eine Asymptote? Recherchiert
und fasst eure Ergebnisse in einer Prasentation
zusammen.
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5.6 Polynomfunktion und
gebrochen rationale Funktion

Eine Polynomfunktion (auch ganz rationale Funktion) f vom Grad n ist eine reelle Funk-
tionder Form f: D, > W, y(x)=a,-x"+a, , X" '+ ..+a,-xX +a, x+a,
Dabei sind a,, a,, ... , a, € R die Koeffizienten der Polynomfunktion mit a, # O.

739 ) Von einer Polynomfunktion f: R — R sind folgende Funktionswerte bekannt: f(-1) = 1,
f(-2) = f(0) = f(1) = 0, . Gib einen passenden Funktionsterm an und zeichne den Graphen!

Ausfiihrung: Um die Koeffizienten zu bestimmen, kdnnen wir ein lineares Gleichungssystem auf-
stellen. Da vier Funktionswerte bekannt sind, erhalten wir vier Gleichungen. Dies ergibt eine Poly-
nomfunktion vom Grad 3: f(x) =a,*x’ + a,*x* + a, * x + a,

y
a; (2P +a, (-2 +a,-(-2)+a,=0 7
a,+ 0° +a,- 0° +a,- 0 +a,=0
a,r 1° +a, 12 +a,- 1 +a,=0 Y
a;c (-1’ +a,- (-1 +a,-(-1)+a,=1 X
= a,=0, a,=-1, a,=a,=3 /2 a0 L 2
Ergebnis: f(x) = 0,5x°> + 0,5x> — x f -4

Bemerkung: Das Besondere an einer Polynomfunktion: Wenn wir nur an wenigen Stellen die Funktions-
werte kennen, kennen wir die Funktion schon Uberall.

Eine gebrochen rationale Funktion f konnen wir als Quotient zweier Polynomfunktionen
p und q darstellen:

£ D— W, yx) =59
Die Definitionsmenge einer gebrochen rationalen Funktion f(x) = % darf nicht die Nullstellen des

Nenners q(x) enthalten.

740 ) Gib die grofitmogliche Definitionsmenge an und zeichne den Graphen der Funktion f: D, — R,

f(x) = m Was passiert an den Nullstellen des Nenners? LA
Ausfiihrung: } .1 }

Der Nenner darf nicht null werden, daher: D, =R\ {-1, 1} } } — X
Der Graph der Funktion zerfallt in drei Aste. An den Nullstellen 4+ I\t 2
d(?s Nenners x,, = = 1 ist die Funktion nicht definiert. Hier } AT }

nahert sich der Graph der Funktion den senkrechten Geraden P
x=-1undx =1 an. ! \

Eine Asymptote einer Funktion ist eine Gerade, der sich der Graph beliebig nahert ohne
sie zu beruhren.

Asymptoten sind typische Eigenschaften gebrochen rationaler Funktionen. Die gebrochen rationale Funk-
tion in Beispiel 740 hat drei Asymptoten: x = -1, x =1 und y = 0 (die x-Achse).
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5. Reelle Funktionen

——{ Aufgaben )

Von einer Polynomfunktion f: R — R sind einige
Funktionswerte bekannt. Gib einen passenden
Funktionsterm an und zeichne den Graphen!

a) f(-3)=f(4) =0, f(2)=2

b) f(-5)=17(3) =0, f(0)=4

c) f(2) = f(5) = 0, £(3)=-3

d) f(0) =0, f(1)=-2, f(3)=3

e) f(-3)=0, f(1)=1, f(4)=6
(782) wie 741:

a) f(-3) = f(0) = f(1) = 0, f(4)=2,5

b) f(-1) = f(2) = £(5) = 0, f(1) = -2

c) f(-1,5) = f(-1) = f(6) = 0, f(2) =5

d) f(-3) = f(4) =0, f(1)=-1, f(2)=2

e) f(-2) = f(3) =0, f(0)=1, f(1)=

@3! Die Nullstellen einer Funktion seien x,,
Xy, ... X,. Experimentiert am Computer und be-
grundet folgende Aussagen:

a) fx) =c-(x—Xx) (X —X)(X—X3)* ...
- (x —x,) mit ce R, c# 0 isteine Poly-
nomfunktion mit genau diesen Nullstellen.

b) Eine Polynomfunktion, die genau diese Null-
stellen hat, hat mindestens Grad n.

@ Vewendet die Aussagen aus Aufgabe 743
und bestimmt damit jeweils zwei Polynomfunk-
tionen mit den gegebenen Nullstellen:

a) x,=-4, x,=2, x;=4
b) x,=-2, x,=0, x;=1
c) x, =-5, x -3, x;3=0
d x,=-1, x, =1, x;=5
(785) & wie 744
a) b)
y y
o1 f .l f
| X /™ X
0 2 0 2\/4
— 2
N 4
6 -6

0 VQ
@3! Wie viele Nullstellen hat eine Polynom-

funktion von Grad n hochstens? Experimentiert
am Computer!

@3! Untersucht: Eine Polynomfunktion von
Grad n hat hochstens n — 1 lokale Extrema.
Experimentiert am Computer!

Gib die Asymptoten der Funktion an.
a)

b)

c)

d)

Gib die grotmaogliche Definitionsmenge an und
zeichne den Graphen der Funktion. Welche
Asymptoten hat die Funktion?

a) f0 =725 b f(0= m
0 =125 d =52
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5.7 Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion zur Basis a ist eine reelle Funktion der Form : R — R,
y(x) =a* mit a € R".

Bemerkung: Die eulersche Zahl e spielt im Zusammenhang mit Exponentialfunktionen eine sehr wichtige
Rolle. Besonders oft wird die Eponentialfunktion mit Basis e verwendet.

f: R—> R, y=¢€" ...natiirliche Exponentialfunktion

Die Umformung a* = e*'"? erlaubt uns, jede Exponentialfunktion als natiirliche Exponentialfunktion
darzustellen (vgl. Aufgabe 755).

750 ) 2 Zeichne mit dem Funktionsplotter verschiedene Exponentialfunktionen. Beschreibe und be-
grinde ihre gemeinsamen Eigenschaften.

Ausfiihrung: Einige Graphen:

y
2.-
fx)=1" .
X
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 Y 1 2
y y
2 21
fx)=1,4" .1
f(x) =2
. . . . X : . . X
I B

Jeder Graph lauft durch den Punkt (O] 1), weil fir jede Basisa > 0 f(0) = a° = 1 ist.
Jeder Funktionsgraph verlauft oberhalb der x-Achse, weil fiir jede Basisa > 0 f(x) = a* > O ist.

Eigenschaften der Exponentialfunktion f: R - R, y = a&*, a € R*
Der Graph verlauft durch den Punkt (0]1): f(0) = 1
Alle Funktionswerte sind positiv: f(x) >0 Vxe R

Monotonie: f ist streng monoton wachsend } N { Basisa > 1
f ist streng monoton fallend Basisa < 1

751 ) Ein Blatt Papier ist etwa 0,5 mm dick. Beschreibe durch eine geeignete Funktion die Hohe eines
Papierstapels, der durch wiederholtes Falten eines Blattes Papier entsteht. Stelle diese als Funk-

tionsterm, Wertetabelle und grafisch dar.
Wie oft mUsste man das Blatt theoretisch falten, damit der gefaltete Stapel hoher ist als ein

1,75 m groRer Mensch?

Ausfuhrung:  Zu Beginn ist das Papier f(0) = 0,5 mm dick. Nach dem ersten Falten
f(1) = 2 - 0,5 mm, nach zweimaligem Falten f(2) =2 -2 -0,5mm = 2°- 0,5 mm, usw.
Nach n-maligem Falten ist das Papier f(n) = 2" - 0,5 mm dick.
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Hinweis

&

Aus dem Graphen oder der Tabelle le-
sen wir ab, wie oft wir falten mussen,
damit f(n) = 1750 ist.

Ergebnis: - N—- R, x— 0,52
Um eine Hohe von mehr als 1,75 m zu
erreichen, mussten wir das Blatt Papier
theoretisch 12 Mal falten.

Die Losung ergibt sich auch durch die E ;‘:l ;g.ig;;
Exponentialungleichung 0,5 - 2 = 1 750 200 19| 17 65536
(vgl. Abschnitt 1.5). ) _ Anzahl Faltungen {20 | 18] 131072
ol 2 4 6 8 10 12 124 |l M4
J

2000 T

1800 T

1600 T

1400 T

1200 T

1000 +

800 T

600 +

5. Reelle Funktionen

Dicke in mm A B |
1 n_ [f{n)in mm|
2 0 0.5
3] 1 1
4 2 2
5 3 4
6| 4 8
T 5 16/
| 6 32|
9 7 64
10| 8 128

Weitere Anwendungsaufgaben findest du in Kapitel 6.

——( Aufgaben )

@Stelle die gegebene Exponentialfunktion durch

b) K, =1800€, p=1,25

ihren Funktionsterm dar:

a) y b) y
41 4+
f f
2 2
/ | X / X
_'2 0 é —'2 0 2
d)

@ Eine Bank gewahrt fur ein Sparbuch p % Zinsen

pro Jahr. Gib eine Funktion K(n) an, die den
Kapitalstand nach n Jahren beschreibt. Gehe
dabei von einem Anfangskapital von K, Euro
aus und berlcksichtige Zinsen und Zinses-
zinsen.

Wie lange dauert es jeweils, bis sich das An-
fangskapital verdoppelt?

a) K,=1000€, p=2,5

c) K, =3200¢€, p=2,75
d) K,=5900¢€, p=2,8

Bakterien vermehren sich in einer Bakterienkul-

tur mit der angegebenen Geschwindigkeit. Zu
Beginn der Beobachtung sind N, Bakterien vor-
handen.
Beschreibe das Wachstum der Bakterienpopu-
lation durch eine Funktion N(t), wobei t = O die
Beobachtungszeit in Minuten ist.
Wie lange dauert es jeweils, bis sich die Anzahl
der Bakterien verdoppelt?
a) N, = 100000,

Anzahl verdoppelt sich alle 15 Minuten

b) N, = 1000000,
Anzahl vervierfacht sich alle 45 Minuten

c) N, = 10000,
Anzahl verdreifacht sich alle 30 Minuten
d) N, = 50000,

Anzahl verfunffacht sich jede Stunde

@ 8 Uberpriife durch Plotten der Graphen, dass

f(x) = 2° und g(x) = e "? identische Funk-
tionen sind!

® @ Erklart und begriindet folgende Schlussfol-

gerung: Die Exponentialfunktion ist bijektiv. =
Es gibt eine Umkehrfunktion.
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5.8 Logarithmusfunktion

Die Logarithmusfunktion f: R™ = R, y(x) = °log x zur Basis a # 1 ist die Umkehrfunktion

zur Exponentialfunktion zur Basis a.

Bemerkung: Weil fir die Exponentialfunktion gilt D, = R, W, = R", gilt fir die Logarithmusfunktion
D, = R", W, = R. Die Exponentialfunktion zur Basis a = 1 hat keine Umkehrfunktion, daher gibt es keinen

Logarithmus zur Basis 1.

y=‘%logx & a=x

VxeR, VyeR"

757 ) B Zeichne mit dem Funktionsplotter verschiedene Logarithmusfunktionen. Beschreibe und be-

grinde ihre gemeinsamen Eigenschaften.

Ausfiihrung: Einige Graphen:

y y y y
34 3+ 3 3+
27 27T 2 f(x) = 2log x 2
f(x) = °*log x () ="log
f(x) = %log x
1 1 14 14
1 1 X 1 1 1 X 1
-1 0 1N 2 3 -1 0 -1 1 2 3 -1 0O /1 2 3
14 -1 -1 4 -1 4
-2 -2 -2 4 -2 4

Jeder Graph verlauft durch den Punkt (1|0), weil fir jede Basis a > 0, a # 1 gilt:

fl)=%logl & aY=1 & f(1)=0

Eigenschaften der Logarithmusfunktion f: R* - R, y(x) =°logx, a € R*\ {1}

Der Graph verlauft durch den Punkt (1]0): f(1) = O

Monotonie: fist streng monoton wachsend }

f ist streng monoton fallend

Besondere Logarithmusfunktionen
Dyadischer (= Binarer) Logarithmus = Zweierlogarithmus
Dekadischer Logarithmus = Zehnerlogarithmus

Naturlicher Logarithmus
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{ Basisa > 1
Basisa < 1

f: R" >R, y="2logx = 1Idx

f: R" >R, y="logx=Igx

f: R" >R, y="°logx=Inx



5. Reelle Funktionen

——{ Aufgaben )

Stelle die gegebene Logarithmusfunktion durch
ihren Funktionsterm dar:

a)

1+

b)

c)

d)

B Stelle die Graphen der folgenden Logarith-
musfunktionen dar und untersuche, ob welche
davon gleich sind:

a) f(x) = In (X%

b) g(x) =In(x + 2)
c) h(x) =1In(2x)
d) i(x) =2In(x)

e) j(x) = (In (x)?

Erstelle eine Wertetabelle der gegebenen Loga-
rithmusfunktion und zeichne den Graphen.
Zur Umrechnung der Basen kannst du den Zu-
sammenhang

c — Jlogb
log b = ’log ¢

verwenden (siehe Aufgabe 121 aus Kapitel 1).

a) f(x) =°logx
b) f(x) = °log x
c) f(x) = °log x
d) f(x) = Slogx

@ @ = Untersucht mit dem Computer Funktions-
graphen der Form f(x) = "log x, wobei b eine
Basis nahe 1 ist. Beschreibt, welcher Graph
schlieBlich die Funktion f(x) = *log x beschrei-
ben muisste! Warum stellt dieser Graph keine
Funktion dar?

@ 2 simon erkennt: »Je grofer die Basis der
Logarithmusfunktion ist, umso flacher ist der
Graph.“ Hat er recht?

Experimentiert am Computer! Unterscheidet die
Falle a>1 und a < 1!

@ 2 Hat die Logarithmusfunktion f(x) = ®log x
eine oder mehrere Asymptoten? Experimentiert
am Computer und unterscheidet die Fallea > 1
und a < 1.

@ = Recherchiert im Internet: Was bedeutet
die Einheit Dezibel und was verbindet sie mit
dem Logarithmus? Erstellt eine Prasentation!

@ B Recherchiert im Internet: Was besagt das
Weber-Fechner‘sche Gesetz? Stellt einen Zu-
sammenhang mit Logarithmusfunktionen her
und erstellt eine Prasentation!

33! Die Richter-Skala wird dazu verwendet,
die Starke von Erdbeben zu beschreiben.
Recherchiert im Internet: Welcher Zusammen-
hang besteht zur Logarithmusfunktion? Erstellt
eine Prasentation!

@ 2 Recherchiert im Internet: Was haben die
Nautilus-Spirale und Sonnenblumen mit dem
Logarithmus zu tun? Erstellt eine Prasentation!
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5.9 Sinus, Cosinus und Tangens fur beliebige Winkel

In der 5. Klasse haben wir Sinus und Cosinus nur fur Winkel 0° < ¢ < 360°
definiert, und zwar als die Koordinaten eines Punktes S am Einheitskreis:

S(cos @|sin @)

\

sin ¢ ... y-Koordinate von S
cos ¢ ... x-Koordinate von S ‘

Der Tangens ist ein Quotient: tan ¢ = %’;% o| cos¢ 1

sin @

Der Punkt S kann aber auch mehr als eine Umdrehung machen. Da sich die Sinus- und Cosinuswerte alle
360° wiederholen werden, erweitern wir die Definition wie folgt:

Wir definieren Sinus und Cosinus fur beliebige Winkel ¢ € R:
sin (¢ £ 360°) = sin () und cos (¢ = 360°) = cos (@)

Immer wieder taucht bei theoretischen Uberlegungen ein Sinus oder Cosinus von einer Summe oder Diffe-
renz zweier Winkel auf. Wie damit umzugehen ist, zeigt der folgende Satz. (Beweis siehe Aufgabe 774.)

Additionstheoreme fur Sinus und Cosinus
sin (o = B) = sin o - cos B = cos « - sin B Va el

cos (o = f) = cos o - cos B + sin o - sin B Yo feR

768 ) Beweise: sin (2a) = 2 sin o - cos «

Ausfiihrung: Wir schreiben 2 o als Summe und wenden das erste Additionstheorem aus obigem
Satz an: sin (2a) = sin (o + &) = sin ot * cos o + €OS o * Sin @ = 2 sin o * oS o

Gradmal3 und Bogenmal3

Durch jeden Winkel ¢ ist ein Punkt S am Einheitskreis eindeutig festgelegt. Die Lage dieses Punktes S
konnen wir aber auch durch die Lange des zugehorigen Kreisbogens b am Einheitskreis angeben. Das
verwenden wir zur Einfuhrung eines neuen Winkelmafes:

Der Winkel ¢ ist durch die Lange des zugehorigen Kreisbogens
am Einheitskreis, sein Bogenmaf, eindeutig festgelegt.
Die Einheit des Bogenmafles ist rad (Radiant).

Zusammenhang Gradmafd — Bogenmaf:
180° = m rad = 1rad =

180°
T

769 ) Welchem Winkel entspricht oo = 90° im Bogenmaf3? Wie grofl ist f = % im Gradmaf?
Ausfiihrung: 180° =nmrad = o= 90° = 7 rad

_180° _ T _m, 180° _ °
lrad==— = B=3zrad=3---—=060
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5. Reelle Funktionen

——{ Aufgaben )

Begrinde anhand des Einheitskreises, dass all-
gemein gilt:

a) sin (90° + ) = sin (90° — o)
b) cos (90° + «) = —cos (90° — )
c) sin o = —sin (-o)

d) cos o = cos (—a)

e) sin (180° + o) = —sin o

f) cos (180° — &) = —cos o

(1) wie 774

a) sin o = cos (90° — «)
b) cos a = sin (a + 90°)

c) sino +cos’a=1
@ Beweise: cos (2¢a) = cos® a — sin’ a

@ Stelle in Abhangigkeit von sin o und cos « dar.
Verwende die Additionstheoreme:

a) sin3a
c) sin (a + 2pB)
e) sin(2a — 2p)

b) cos 3«
d) cos (2o — p)
f) cos(Ba+ 2p)

@ @ Erklart folgenden Beweis fiir das Additions-
theorem zum Sinus:

y
S
./
S o t
1
By
C A
r k
p
o /a X
0 P
<—p*
q

sin(ac+ fB) =r+s
=sina-k+coso-t
= sin o+ cos B + cos o - sin B

€D & wie 774 fir das Additionstheorem zum
Cosinus. Verwende dieselbe Abbildung.

cos(a+f)=qg—p
=cosoa-k—sino-t

cos o+ cos 3 — sin a - sin f

@ Leite mithilfe der Additionstheoreme fir Sinus
und Cosinus her:

tan (@ — f) = tan o — tan f8

1+tana-tanf

@ Gib im Gradmaf an.

a) 5 rad b) 7 rad
c) 3 rad d) %rad
27 5n
e) Trad f) ?rad
Gib im Gradmaf an.
a) 3 rad b) 4 rad
6m 5
c) ?rad d) Trad
e) = rad f) % rad
Gib im Bogenmaf an.
a) 45° b) 60°
c) 120° d) 240°
e) 315° f) 320°
Gib im Bogenmaf an.
a) 405° b) 390°
c) 450° d) 640°
e) 540° f) 720°
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. 5.10 Winkelfunktionen

G Grundvorstellung: Wahrend sich S am Einheitskreis bewegt, verandert sich der Winkel ¢.
Stelle dir vor: Du tragst auf der waagrechten Achse den Winkel ein und rollst die y-Koordinate von S ab.
Dabei entsteht der Graph der Sinusfunktion.

Beachte die Einstellung fir die Ein- und Ausgabe von Winkelwerten am Taschenrechner! Ublicher-
weise geben wir den Winkel im Bogenmafd (Radiant) an.

Ahnlich wie die Sinusfunktion kénnen wir auch die Cosinus- und die Tangensfunktion betrachten.

181

152

Die unabhéngige Variable x bei einer Winkelfunktion ist ein Winkel x im Bogenmaf:

Sinusfunktion: f: R—[-1,1], x— sinx kleinste Periode: p =27
Cosinusfunktion: f: R—[-1, 1], x — cos x kleinste Periode: p =27
Tangensfunktion:  f: R\{km, k € Z} - R, x — tan x kleinste Periode: p =1t

sin x 1--y | p=2m ‘
/\ /x
¥ - 1\/211 3\/41‘6
=gl 4L

COs X y

N SN SN

\/ \/ - \3/ ”
b ‘ p=2n ‘
y
tanx 27 P= T —
14
/x
' ~n T 2n T An

Ladb

94l

Gib fur die Sinusfunktion f(x) = sin x die Nullstellen, die lokalen Extremstellen und die kleinste
Periode an. Verwende dazu auch ihren Graphen.
Ausfuhrung:
Die unendlich vielen Nullstellen liegen bei den ganzzahligen Vielfachen von w, also:
x=k-n (ke lZ)
Es gibt unendlich viele lokale Minima und Maxima:
lokale Maxima: x = % +2n-k (ke Z), lokale Minima: x = % +2n-k (ke Z)
Die Funktion ist periodisch mit kleinster Periode p = 2r, also: f(x + 2n) = f(x) VxeR



Fur alle x € R gilt: sin (x) = cos (

——{ Aufgaben
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5. Reelle Funktionen

Jede Sinusfunktion lasst sich durch eine Cosinusfunktion ausdricken und umgekehrt.

Siehe Aufgabe 785.

X — %) cos (x) = sin (x + %)

B Gib fiir die Cosinusfunktion f(x) = cos x an:

a) die Lage aller Nullstellen,
b) die Lage der lokalen Minima und Maxima,
c) die kleinste Periode.

Verwende dazu auch ihren Graphen.

B Gib fir die Tangensfunktion f(x) = tan x an:

a) die Lage aller Nullstellen,
b) die kleinste Periode.

Verwende dazu auch ihren Graphen.

Haben die Winkelfunktionen Fixpunkte? Beant-
worte die Frage fur

a) f(x) = sin x b) f(x) = cos x

Zeige anhand des Graphen der Sinus- und Cosi-
nusfunktion, dass fur alle x € R gilt:

a) sin (x) = cos (x - %)
b) cos (x) = sin (x + %)
Zeige anhand des Graphen der Sinus- und Cosi-

nusfunktion, dass fur alle x € R gilt:
a) cos (—x) = cos (x) b) sin (—x) = —sin (x)

@ Begrunde:

788

789

a) Die Sinusfunktion ist im Intervall [—%; %]
bijektiv und hat daher auf diesem Intervall
eine Umkehrfunktion.

b) Die Cosinusfunktion ist im Intervall [O; =]
bijektiv und hat daher auf diesem Intervall

eine Umkehrfunktion.

& Ist die Aussage wahr oder falsch? Begrin-
det!

a) Die Funktionswerte der Sinusfunktion liegen
stets zwischen -1 und +1.

b) Die Nullstellen der Tangensfunktion liegen
bei den Vielfachen von m.

Der Kotangens ist definiert als Kehrwert des
Tangens:

cotx = tan x

a) Gib die groBtmogliche Definitionsmenge an.

b) Skizziere den Graphen.

c) Stelle den Kotangens mithilfe von Sinus und
Cosinus dar.

192

@ Fortsetzung von 789: Wie viele Nullstellen hat

die Kotangensfunktion? Wo liegen sie?

@ Schrankt man den Definitionsbereich einer Win-

kelfunktion geeignet ein, so wird sie bijektiv. Die
folgenden Graphen zeigen geeignete Umkehr-
funktionen (die sogenannten Arkusfunktionen).

Gib an, zu welcher Winkelfunktion die jeweilige
Umkehrfunktion passt und begrinde.

Erinnere dich: Funktion und Umkehrfunktion lie-
gen symmetrisch zur 1. Mediane.

a) y

SE
\

b) Yy
LR
X
-4 -3 2 1 0 1 2 3 4
_ |
2
c y
) -1
bia
2
X
0
-1 1

Fortsetzung von 791: Gib jeweils Definitions-
und Wertemenge der gegebenen Umkehrfunk-
tion an.

a) Arkustangens:
b) Arkussinus:
c) Arkuscosinus:

f(x) = arctan x
f(x) = arcsin x
f(x) = arccos x

{58



. 5.11 Parametervariationen

Ein Parameter ist eine besondere Variable. Er steht fUr eine reelle Zahl, die variiert
werden kann. Durch Parameter lassen sich Funktionsterme allgemeiner darstellen und verandern
(vgl. Band 5, Kapitel 3.8).

Aus den Grundfunktionen, die du in diesem Kapitel kennengelernt hast, erzeugen wir mithilfe von Parame-
tern neue Funktionen: Eine reelle Funktion f wird durch den Einsatz von Parametern a, b, ¢, d € R zu einer
neuen Funktion g mit g(x) = a - f(b-x + ¢) + d.

N
B Sei f(x) = x°. Bilde mithilfe eines Parameters d € R die Funktion g(x) = f(x) + d. Plotte die
Graphen und beschreibe, wie sich der Graph von g bei Variation des Parameters d verandert.

Ausfilhrung: f(x) = x> = gx) =x* +d Wahlen wir z. B.d = 1,5 und d = 2.
y
flx) = x?
| | | | | X
3 2\ 7 2 3
-1 +
et et d==2 - gx)=x2-2
3 2 -1 |91 2 3 e

Ergebnis: Der Parameter d bewirkt eine Verschiebung des Graphen von f in Richtung der y-Achse.

Fir d > O wird der Graph nach oben, fir d < O nach unten verschoben.
|\
(

B Sei f(x) = x°. Bilde mithilfe eines Parameters ¢ € R die Funktion g(x) = f(x + c). Plotte die

Graphen und beschreibe, wie sich der Graph von g bei Variation des Parameters ¢ verandert.

Ausfiihrung: f(x) = x* = g(x) = (x + ¢)? Wahlen wir z. B.¢ = 2 und ¢ = -3.

y
=/y2
800 = x+2\>{ idinia A /g(x)(x3)2
X
LA S A S A S A [0 4 3 2 4 |1 2 3 4 5 6 7

Ergebnis: Der Parameter ¢ bewirkt eine Verschiebung des Graphen von f in Richtung der x-Achse.

FUr ¢ > O wird der Graph nach links, flr ¢ < O nach rechts verschoben.
|
( \

B sei f(x) = sin (x). Bilde mithilfe eines Parameters a € R die Funktion g(x) = a - f(x). Plotte die
Graphen und beschreibe, wie sich der Graph von g bei Variation des Parameters a verandert.

Ausfuihrung: f(x) = sin (x) = g(x) = a - sin (x)
5 __y a=2
i
f(x) = sinx X
0 m 2n 313
-1 +
ol : :f(x):ZSinx
Ergebnis:

Der Parameter a bewirkt eine Streckung bzw. Stauchung des Graphen von f in Richtung
der y-Achse. Fur a > 1 wird der Graph gestreckt, fur 0 < a < 1 wird er gestaucht, ist a negativ, so
kommt zusatzlich eine Spiegelung an der x-Achse hinzu.

Wahlen wirz. B.a =2 und a = 0,5
Y a=0,5

PP E—

f(x) = sinx A X

4+

21

N
N

3n
f(x) = 0,5 sin/x

T

J
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5. Reelle Funktionen

B sej f(x) = sin (x). Bilde mithilfe eines Parameters b € R die Funktion g(x) = f(b - x). Plotte die
Graphen und beschreibe, wie sich der Graph von g bei Variation des Parameters b verandert.

Ausfiihrung: f(x) = sin (x) = g(x) =sin (b - x) Wahlen wirz. B. b =2 und b = 0,5.

b=0,5

VaNAVA 1

0 b mn 4 0

RV VNIV 7 N/
f(x) = sinx = sinx

Ergebnis: Der Parameter b bewirkt eine Stauchung bzw. Streckung des Graphen von f in Richtung der

x-Achse. Fur b > 1 wird der Graph gestaucht, fir 0 < b < 1 wird er gestreckt, ist b negativ, so kommt
zusatzlich eine Spiegelung an der y-Achse hinzu.

G Grundvorstellung: Aus dem Graphen einer Funktion f ergibt sich der Graph von g

e mit g(x) = a - f(x) durch Streckung/Stauchung mit dem Faktor a entlang der y-Achse,

(@ > 1 Streckung, 0 < a < 1 Stauchung),

e mit g(x) = f(b - x) durch Stauchung/Streckung mit dem Faktor b entlang der x-Achse,

(b > 1 Stauchung, O < b < 1 Streckung),

e mit g(x) = f(x + ¢) durch Verschiebung um ¢ Einheiten entlang der x-Achse,

(c > 0 nach links, ¢ < 0 nach rechts),

e mit g(x) = f(x) + d durch Verschiebung um d Einheiten entlang der y-Achse.
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798

799

(d > 0 nach oben, d < 0 nach unten)

gx)=a-f(b-x+c)+d

MWW

—( Aufgaben
B Untersuche mithilfe des Computers die Ei- (802) Wie missen in der Funktion g(x) = (x + ¢)*+ d
genschaften der Funktionen fur verschiedene die Parameter b und d gewahlt werden, damit
Werte von b € R. der Scheitel des Funktionsgraphen im Punkt
fx) = Vx + b b) fx) =Vx+ b a) P(3|-2), b) Q(-1,5/2,5) liegt?
€) f(x) = Vb~ x d) f() = b - x 803) Wie miissen in der Funktion g(x) = (x + b)® + d
= . die Parameter b und d gewahlt werden, damit
= Wie 797: : .
a) f(x) = bx? b) f(x) = (x + b)? der Funktionsgraph punktsymmetrisch zum
= = B B -
¢) f(x) = (bx)? d) f0) = x2+ b Punkt a) P(1|3), b) Q(-0,5|-1,5) liegt"
804 ) wie muss der Parameter b gewahlt werden, da-
8 wie 797:

801

mit die Funktion f(x) = sin (b - x) die kleinste
Periode a) p=m, b) p=3m, ¢ p=7
besitzt?

a) f(x) ="°logx + b

b) f(x) = °log (x + b) mit (x+b) >0

c) f(x) =“log (bx)  d) f(x) = b - log (x)
805 ) B 7eige dass die Funktion f(x) = sin (b + x + ¢)

8 wie 797: , , o
a) f(x) = be* b) f(x) = e die Periode p = 5= hat!
_ _(x+b) X

°) ) =e 9 fx=e+b 1D @ B Es gilt allgemein fur a, b, A, p € R:

B wie beeinflussen Parameter die Gestalt asinx +bcosx=Asin(x + p)
des Graphen einer Funktion? Experimentiert mit Weist den Zusammenhang experimentell durch
verschiedenen Funktionstypen und erstellt eine Parametervariation am Computer nach. Uber-
Prasentation. priift, dass A = Va> + b? gilt!
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. 5.12 Verketten von Funktionen

Wir kdnnen mehrere Funktionen hintereinander anwenden. Dazu verwenden wir den Ausgabewert der einen
Funktion als Eingabewert flr die nachste.

Verketten (= hintereinander Ausfihren) von Funktionen

Zwei Funktionen f: D, — W, x — f(x) und g: D, —» W,, x — g(x) werden verkettet, indem wir sie
hintereinander ausfihren. Wir schreiben:

(feog)(x) = flg(x)) sprich: ,f ring g von x“

G Grundvorstellung: g @

f
fo g heift f nach g @0@

fog

p
Gegeben sind zwei Funktionen : R —[-1, 1], x+>sinx und g R — R, x — x°.

Beschreibe fo g und g o f durch die Funktionsterme und skizziere die Graphen aller auftretenden
Funktionen.

Ausfiihrung:
Die Funktionsterme der verketteten Funktionen erhalten wir aus der Definition:

(fog)(x) = f(g() = f(x*) = sin (x*)  und (g f)(x) = g(f(x)) = g(sin x) = sin’ x

Anmerkung: (sin x)? wird kurz als sin® x angeschrieben.

Graphen der Ausgangsfunktionen: y

= sinx 2
/\ V\ i famer
\/ N
\/l PR CE

Graphen der verketteten Funktonen:
(o 8)(x) = sin (x?)

AN /\/\ A AN
WU\/VVV AV

= sin?(x
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5. Reelle Funktionen

Du siehst: Die Reihenfolge ist bei der Verkettung von Funktionen entscheidend.
Im Allgemeinen ist fo g # g o f. Fir bijektive Funktionen gilt jedoch folgender Satz.

——{( Aufgaben

Die Verkettung einer (bijektiven) Funktion f mit inrer Umkehrfunktion f* ergibt die identische
Funktion:

g R->R.

(fofhH(x)=(FteHx)=x VxeED
Anders gesagt: ,Was immer f auch tut, f* macht‘s wieder gut.*
B Gegeben sind zwei Funktionen f: R — R und ¢) () =x-5
d) f(x) = (3x)?
Beschreibe f o g und g ° f durch die Funktions- e) f(x) = 3x
terme und plotte die Graphen aller auftretenden f) fx) = (-x)?

810

811

812

Funktionen:

a) f(x) =x+ 3 und g(x) =

b) f(x)=x+ 1 und g(x) =-5-x
c) f(x) =x+ 6 und gx) =

d) f(x) =2-x und g(x) =-5-x

B wie 808:

a) f(x) = x> und g(x) = cos x

b) f(x) =x—1 und g(x) = sinx
x) = x* und g(x) = sin x
)

—2

f(
d) f(x) = cos x und g(x) = x

Uberpriife fiir die Aufgaben 808 und 809, ob fiir
die Verkettung der Funktionen fo g = g o f gilt.

B Unter Iteration verstehen wir die wiederholte
Anwendung derselben Funktion f. Dabei bilden
wir der Reihe nach f(x), (f o f)(x), (f o f o f)(x),
USW.

Iteriere die Funktion f. Welche Funktion erhaltst
du nach n Iterationen?

a) fx) =x+1
b) fx)=x—3
c) f(x) =x-5
d) fx) =x-2
e) fx)=x:4
f) f(x) =x:(-3)
8 wie 811:

a) f(x) = x°

b) f(x) = -x*

813

814

B Gebt den Funktionsterm (f o g)(x) mit
f(x) = 4 sin (x) an und plottet den Funktions-
graphen:

a) g(x) = 8x
b) g(x) = 8x + sin (x)
c) g(x) = 8x + 3 sin (x)

& = Die Funktion f(x) = ax(1 — x) dient als
Modell fir Wachstumsprozesse (logistisches
Wachstum).

Als Definitionsmenge wahlt man x € ]0; 1[ und
interpretiert diesen Wert als (skalierte) GrofRe
einer Population. Der Parameter a € ]0; 4[ gibt
die Wachstumsgeschwindigkeit oder Vermeh-
rungsrate an.

Wiederholtes Anwenden der Funktion auf ihr ei-
genes Ergebnis simuliert die Veranderung der
Population von einem Zeitpunkt zum nachsten.

a) Wanhlt in eurer Gruppe jeweils unterschied-
liche Werte fiir a und fuhrt fir den Anfangs-
wert x = 0,5 mehrere Iterationen aus.

b) Stellt eine Tabelle der Ergebnisse zusam-
men: Fir welche Werte von a strebt die Folge
der Funktionswerte nach 07? Fur welche
Werte erreicht die Iteration einen stabilen
Grenzwert > 07? Gibt es Werte von a, wo die
Iteration zwischen zwei Resultaten ,pen-
delt“?

c) Fir welche Werte von a konnt ihr Gberhaupt
keine RegelmaRigkeit entdecken?
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5.13 Abbildungen im R® E

Wir haben bisher Funktionen als eindeutige Zuordnung zwischen reellen Zahlen kennengelernt. Wir
kénnen aber auch eindeutige Zuordnungen zwischen anderen mathematischen Objekten festlegen und
kommen dabei zu einem verallgemeinerten Funktionsbegriff:

Eine allgemeine Funktion (Abbildung) legt fir jeden Eingabewert aus der Menge A ein-
deutig einen Funktionswert aus der Menge B fest. Die Definitionsmenge D, = A und die Wertemenge
W, = B sind dabei Mengen beliebiger Objekte.

815) Die Rechenvorschrift (Abbildung) S ordnet Punkten des R?
neue Punkte des R® zu:  S: (x|y) — (v]x)
Berechne die Bildpunkte A’, B’ und C’ des Dreiecks A(0O|1);
B(4]3); C(2|4). Welche Figur entsteht? Welcher geome-
trischen Abbildung entspricht diese Rechenvorschrift?

Ausfiihrung:
A(O|1)— A’ (1]0) B(4|3)— B'(3|4) C(2]4)— C'(4]|2)

Ergebnis: Die Punkte A’, B’ und C’ bilden wieder ein Drei-
eck, das zum Ausgangsdreieck kongruent ist. Die Abbil-
dung wirkt wie eine Spiegelung an der 1. Mediane.

816 wende die Rechenvorschrift  F: (x|y) — %(7X — 2y|2x + 2y) auf das Achteck (3|1); (4]1);
(512); (5]3); (4]4); (3]4); (2]|3); (2|2) an. Handelt es sich bei der Abbildung um eine Drehung oder
Spiegelung? Wie wirkt die Abbildung auf parallele Seiten der Ausgangsfigur?

Ausfiihrung: (x]y) F(x|y) y

(3]1) (6,33|2,67) T

(4]1) | (8,67]3,33)

(5]2) | (10,33|4,67) l

(513) | (9,67]5,33)

(414) | (6,67|5,33)

3]4) | (4,33]4,67) T

(213) | (2,67]3,33) .
2]2) | (3,33]2,67) 5 t A p . -

Ergebnis: Die Bildfigur ist ein verzerrtes Abbild des Urbildes. Es handelt sich weder um eine
Drehung noch um eine Spiegelung. Parallele Strecken im Urbild bleiben auch im Abbild parallel.

Die Drehung eines Punktes (x|y) um den Koordinatenursprung mit dem Drehwinkel o lasst
sich darstellen durch die Abbildung : (x|y) — (x + cos a — y - sin a|x * sin a + y - cos o)

y

Fur P(x|y) gilt: ~ x = rcos ¢; y =rsing ) e

Fir P(x'|y") gilt: x’ =rcos(ax+ ¢); y =rsin(a+ @) sl r;mﬂp)
Fur x" erhalten wir mit dem Additionstheorem (vgl. Aufgabe 775): 21 wP

x'=r(cos acos ¢ — sin a sin @)= . \ﬁ _

= rcos acos @ — rsin osin @ = x cos o — y sin a s eos o |1 ¥x
Der Beweis fur y’ wird analog geflhrt (s. Aufgabe 829). a4 [0 1)/2 3 a;s
rcos (o + o)

158



5. Reelle Funktionen

Die Rechenvorschriften bei den bisher behandelten Abbildungen entsprechen dem Muster
(x]y) — (@ax + by|cx + dy). Solche Abbildungen nennen wir lineare Abbildungen. Sie werden durch
die Parameter a, b, ¢ und d festgelegt und kdnnen daher besonders Ubersichtlich mithilfe von

Matrizen angeschrieben werden: M = (i Z)

Um die Koordinaten des Bildpunktes P’ des Punktes P(x|y) zu berechnen, multiplizieren wir die Matrix M

mit dem Punkt P: P':’V"P:(i Z)(;):(i:igi)

Matrizen haben wir bereits im Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen kennengelernt (vgl. S. 28).

—( Aufgaben

817 ) Untersuche die gegebene Abbildung anhand der  (821) Beschreibe die Abbildungen in den Aufgaben
Punkte A(0|1), B(3|0), C(2]|2) und versuche 815 und 816 durch Matrizen.
eine geometrische Interpretation zu finden.
a) D: (x|y) — (-y[x) 822 ) Matrizen der Form (g 2) beschreiben die zen-
b) T: (x]y) = (x + 4]y — 2) trische Streckung mit dem Faktor k.
c) D: (x[y)— (x +y|x —y) Uberpriife dies anhand des Dreiecks A(0|0),
d) D: (x|y) — = (3x + 4y|4x — 3y) B(8|8) und C(2]2).

e) K:(x]y)— (% -2L)

@ & Was passiert, wenn der Parameter k einer
zentrischen Streckung (siehe Aufgabe 822) ne-
818 ) Weise nach, dass es sich bei der Abbildung S: gativ ist?
(x]y) = (v|x) aus Beispiel 815 tatsachlich um
eine Spiegelung an der Geraden y = x handelt. (824 )a) — e) Gib fir die Abbildungen aus Aufgabe
Du musst dafur zeigen: 817 die Abbildungsmatrix an. In welchem Fall

ist das nicht moglich?
a) Ein beliebiger Punkt P(x|y) und sein Abbild ISt das nicht moglic

P’ (x'|y’) haben den gleichen Normalabstand

von der Geraden y = x. 825 ) Drehe das Quadrat A(\/§‘1), B(—l‘\/§),

c(-V3]-1) und D(d,|d,) um den Koordinaten-

b) PP’ steht normal auf die Gerade y = X. ursprung um den Winkel
a) o =30° b) B=150° c¢c) y=-60°.
813 ) Weise nach, dass die Abbildung D: (x|y) — Schreibe jeweils die Abbildungsmatrix an!

(-y|x) aus Aufgabe 817 als Drehung um den Ur-
sprung mit Drehwinkel 90° wirkt. Du musst da- (826 ) Untersucht folgende Drehmatrizen und gebt an,

fur zeigen: um welchen Winkel jeweils gedreht wird:
a) Ein beliebiger Punkt P(x|y) und sein Abbild a) (0 —1) b) (—1 0) c) (0 1)
P’ (x'|y’) haben den gleichen Abstand vom 10 0-1 10
lﬂsprungiﬁ _ 827 ) Gibt es Punkte, deren Position sich nach An-
b) OP und OP’ stehen aufeinander normal. wendung der Abbildung von Beispiel 816 nicht
andert?

820 ) Wejse nach, dass die Abbildung K: (x|y) — (gag

x|y : B wie lassen sich lineare geometrische Abbil-
5 2) aus Aufgabe 817 als zentrische Kon-

1 dungen am Computer durchfUhren? Experimen-

traktion (Verkleinerung um den Faktor 7) wirkt. tiere mit verschiedenen Abbildungen dieses

Du musst dafur zeigen: Abschnitts!

a) Das Abbild P'(x'|y’) eines beliebigen
Punktes P(x|y) hat einen um den Faktor %
geringeren Abstand vom Ursprung.

823 ) Ein Punkt P’ (x|y) entsteht durch Drehung um
den Koordinatenursprung mit dem Winkel o aus

- o dem Punkt P(x|y). Beweise, dass gilt:

b) OP und OP’ sind parallel. y =x-sina+y-cosa
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Vermischte Aufgaben

Beschreibe die Eigenschaften der Funktion:

160

Nullstellen, Fixpunkte, Monotonie,

lokale und

globale Extremstellen, Symmetrie, Periodiziat.

a) y b)
2 -+
1
Ll 0 1
-1+
f
-2
c) y d) y
2+ 2+
f
1+ 14+
f
X
2 \a /o 1 2o [y 1 b
L1+ 1
24 2
e) y f) y
2+ 2+
14 14
f
1 1 O 1 1 1 1 1 X
S || & P

24

Plotte den Graphen der Funktion und beschreibe
inre Eigenschaften: Nullstellen, Fixpunkte, Mo-
notonie, lokale und globale Extremstellen, Sym-
metrie, Periodiziat.

a) fix) =—x*+2x + 2
c) f(x) = sin (4x)

b) f(x) = x> — 3x
d) f(x) = 4 cos (x)

Ist die gegebene Funktion bijektiv? Verwende
den groRtmoglichen Definitions- und Wertebe-
reich und begriinde!
a)

b) L R4

X
432119123 4 _}Y 0 4 2 3
c) d,,
-+ /—
X
4

Fortsetzung von 833: Skizziere, wenn maoglich,
die Umkehrfunktion zur gegebenen Funktion!

Fortsetzung von 833: Ist die gegebene Funktion
injektiv oder surjektiv? Verwende den groftmog-
lichen Definitions- und Wertebereich und be-
grinde!




Skizziere, wenn moglich, die Umkehrfunktion
der gegebenen Funktion.

a)

c)

fx)=Inx+ 3

fx) =5-Inx

b) f(x) = In (x + 4)
d) f(x) = In (2x)

Gib jeweils einen geeigneten Funktionsterm an:
b)

a)

y y

o 1 2
d) y
3 —+
24
f/ 1
X X
5/ L 4 o
-1
y f) y
31 34
2 2
fls 1
X % X
1 1 0 1 2
44+

Skizziere die Graphen der folgenden Funktionen
ohne sie zu plotten.

a)

b)

c)

d)

f(x) =X, f,(x) =-2x,

f,(0=x+3, f,(x) =(x—3)°

f(x) =x3, f,()=x">+2,

L) =x+2)7° f,(x=-(x+2)?°

1 5
fi(x) = 2 fo(x) = 2

1 1
f3(X) = P - 31 f4(X) = (x — 1)2
f,(x) =€, f,(x)=¢e" —3,

5. Reelle Funktionen

B pen Graphen einer Funktion f konnen wir

durch Parametervariation verandern.

Im Fol-

genden ist jeweils angegeben, was die Variation
des Parameters bewirkt. Experimentiere mit
verschiedenen Funktionen und begriinde an-
hand geeigneter Beispiele:

a) f(x) + a = Verschieben in y-Richtung

b) f(x —a) = Verschieben in x-Richtung

c) a-f(x) = Strecken / Stauchen um den
Faktor a in y-Richtung

d) f(%) = Strecken / Stauchen um den

Faktor a in x-Richtung

Wie verandert sich der Graph einer Funktion f
mit f(x) = a - x + b, wenn

a) a verandert wird und b dabei gleich bleibt?

b) b verandert wird und a dabei gleich bleibt?

(842) Wie 841 fiir die Funktionen:

(1) fx) = a

.Xb

(2) f(x)=a-b"

Wie verandert sich der Graph einer Funktion f

mit f(x) = a -

(x + b)® + ¢, wenn

a) a verandert wird und b, ¢ gleich bleiben?
b) b verandert wird und a, c gleich bleiben?

c) c verandert wird und a, b gleich bleiben?

Wie 843 fiir die Funktionen:
(1) f(x) = a - sin (bx) + ¢
(2) fx)=a"""+¢c

Wie verandert sich der Graph einer Funktion f

mit f(x) =a - (b *+ x)° + d, wenn

a) a verandert wird und b, ¢, d gleich bleiben?

b) b verandert wird und a, c, d gleich bleiben?

c) c verandert wird und a, b, d gleich bleiben?

d) d verandert wird und a, b, c gleich bleiben?

Wie 845 fiur die Funktionen:
(1) fx) =a-cos(bx +c)+d
(2) f(x)=a-b>*"¢
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841

848

Die Abhangigkeit verschiedener Groen konnen
wir durch eine Formel oder Funktionen beschrei-
ben. Gib an, welcher Funktionstyp bei

(1) r=1f(s) (2) r="f(a) (3) r=f(t)
jeweils vorliegt:

a) Formel:r=a +s-t

b) Formel:r=s —t-a
e — S
c) Formel:r = 71
d) Formel:r = %t
e) Formel:r=t-a°
f) Formel:r=1t"+s
Warum ist die Logarithmusfunktion nur flr

a # 1 definiert? Argumentiere Uber die Umkehr-
funktion zur Exponentialfunktion.

& Erklart in den Abbildungen, dass f: R* — R,

y=Inx und g: R = R', y = & Umkehrfunkti-
onen sind.

y
(FOATF(x))
g(x) = e
N X
f(x) X
y=x f(x) = In(x)
y
(g > NX)|(g"> H(x))
(faF ()
gx)=¢e
A X
f(x) X
y=x f(x) =In(x)

830 ) Begriinde allgemein mithilfe der Definition am

851

162

Einheitskreis:
a) Die Cosinusfunktion ist gerade.
b) Die Sinusfunktion ist ungerade.

& Erstellt eine Prasentation Gber die folgenden

Formen der Symmetrie einer Funktion: gerade,
un- gerade, symmetrisch zu einer beliebigen
Gera- den, symmetrisch zu einem beliebigen
Punkt, nicht symmetrisch.

852

853

854

& = Erstellt eine Prasentation Uber die we-
sentlichen Darstellungsformen und Eigen-
schaften einer reellen Funktion. Verwendet da-
fir die Mindmap von Seite 133 und die
Kompetenz-Checklisten ab Seite 166.

& 2 Erstellt eine Prasentation Gber die wich-
tigsten Funktionstypen. Behandelt darin auch
die Parametervariation und die Verkettung von
Funktionen. Verwendet dafur die Mindmap von
Seite 133 und die Kompetenz-Checklisten ab
Seite 166.

Die ,Bremsstreckenformel“ s, = % gibt die
Bremsstrecke s, in Abhangigkeit von der Fahr-
zeuggeschwindigkeit v und der Bremsverzoge-
rung a an (vgl. Aufgabe 735).

a) Erlautere, warum die Funktion s;(v) = g (far
die Bremsverzégerung a = 4 m/s> bijektiv
ist.

b) Welche maximale Geschwindigkeit v ist bei
einer bestimmten Bremsverzogerung a und
einer gegebenen Bremsstrecke s; = 35 m
moglich? Gib eine entsprechende Formel fir
v an!

c) Erlautere, warum die Funktion v(a) fir eine
gegebene Bremsstrecke s, eine bijektive
Funktion ist!

e = Zeichnet den Graphen der Funktion
D; = [-3; 3] und untersucht die Funktion auf
Nullstellen, Extremstellen, Monotonie und Sym-
metrie.

e —e* e +e”

a) y= > b) y= D)
_ ef+e® _ e?+e2
VY= e D y="ry

Hinweis: Die Funktionen aus a) und b) werden
auch als sinh (x) (,Sinus Hyperbolicus von x“)
und cosh (x) (,,Cosinus Hyperbolicus von x“) be-
zeichnet. Es besteht eine enge Verbindung zur
Sinus- bzw. Cosinusfunktion.

Zeichnet den Graphen der Funktion und unter-
sucht sie auf Nullstellen, Extremstellen und
monotonie.

a)y=(’—4)-e? fur D, = [-2,5; 10]
b) y=0*—-1)-¢* fir D, = [1,5; 8]
c) y=0¢—225)-ei firD,=[-12; 3]



. Sprache der Mathematik

Thema Eigenschaften reeller Funktionen
Welche Aussagen treffen fur die dargestellte

Funktion zu? wahr  falsch Y
1. f hat zwei Fixpunkte. Q Q f \
2. x = 1 ist Nullstelle. Q Q ) / X
3. x = 1 ist globales Minimum. @ Q 2 1 ° 1 2
4. f hat kein globales Maximum. 0O 0O / '
5. fist gerade. @) @) 2
6. fist nicht periodisch. 0O 0O I 3
838 ) Beurteile die Schlussfolgerungen und begriinde deine Entscheidung. wahr  falsch

1. fist streng monoton fallend. = f hat kein globales Minimum.

. f hat zwei Fixpunkte. = Der Graph von f ist eine Gerade.

0000
0000

2
3. fist symmetrisch zur y-Achse. = Die y-Achse ist eine Asymptote.
4

. fist eine Exponentialfunktion. = Kein Funktionswert ist negativ.

Erklare anhand selbst gewahlter Beispiele folgende Eigenschaften einer reellen Funktion.

1. besondere Punkte auf dem Graphen: Nullstellen, Fixpunkte, Extremstellen
Monotonie und ihr Zusammenhang mit lokalen Extrema

Unterschied zwischen globalen und lokalen Extrema

Symmetrie und Periodizitat

Bijektivitat und ihr Zusammenhang mit der Existenz einer Umkehrfunktion

Thema Funktionstyp

Welcher Funktionstyp liegt vor? Kreuze an!  Potenzfunktion  Exponentialfunktion  Wurzelfunktion

ANl

1. f(x) =x2 Q Q Q
2. f(x) = x5 O @) O
3. f(x) =3 Q Q Q
4. f(x) =52 Q Q Q
Beurteile folgende Aussagen und begriinde: wahr falsch
1. Eine Wurzelfunktion ist eine besondere Potenzfunktion. @) @)
2. Jede Exponentialfunktion ist monoton wachsend. O @)
3. Fir jede Exponentialfunktion f gilt: f(0) = 1 Q Q
4. Die Logarithmusfunktion hat als Wertebereich R. Q Q
5. Winkelfunktionen sind immer periodisch. @) @)
6. Winkelfunktionen sind gerade. @) @)



HnEInA
Sehwingungen h cer Musik

In der Musik treten zahlreiche Schwingungen auf. Mit geeigneter Software lassen sich die aufgenommenen
Klange visualisieren und bearbeiten. Jeder Klang setzt sich dabei aus einzelnen Tonen zusammen.

Ein Ton kann als Sinusfunktion dargestellt werden: “Ghid ki il

“NWww f.lv‘l'l‘:x ":I‘I-Il-

ft)y=a-sin(b-t+c) (vgl. Abschnitte 5.10, 5.11). Ty T
t... Zeit a ... Lautstarke (Amplitude)
b ... Tonhohe (Frequenz) C ... Phasenverschiebung

Wir beschreiben einen Klang als Summe von Sinusfunktionen.

Uberlagerung von Tonen -
Addition von Sinusfunktionen
Wenn sich Tone ungestort Uberlagern, ist das Ergebnis die Summe von Sinusfunktionen:

3 d 3 g e g

T /\ho=F0+e0 T no=fv+e0 |
2l T 24
N f(t) = 2sint ol h(t) = f(t) + 8(t)

g(t) =sint
0 z a\ 2 for sx x an
Ll 2 > 2 » T 2
| g(t) =sin(t + m)

Ll all f(t) =2sint
-3+ -3+ 34

Wir erkennen: Bei der Addition von Sinusschwingungen gleicher Frequenz hangt das Ergebnis
von der Phasenverschiebung ab. Das Ergebnis ist wieder eine Sinusfunktion.

P 1 Uberpriift dieses Ergebnis experimentell P> 2 Welche zwei Schwingungen l6schen
am Computer! sich aus, d. h. ergeben in Summe Uberall
Untersucht: Welche Frequenz hat die Summen- die Amplitude null?
schwingung?

Wenn sich Schwingungen unterschiedlicher Frequenzen Uberlagern, konnen interes-

sante Funktionen entstehen, z. B.:
f(t) = 4 sin (t) + 2 sin (2t) + sin (3t) + 0,5 sin (4t) + ...

f(t) = 4sntm
t

T
g(t) = 2sin 2t

y

P> 3 Untersuche die Form
der Sagezahnkurve:

f(t) = sin (t) — 3 sin (21) +

Lsin (3t) — 7 sin (41) =

P> 4 Untersuche die Form
der Rechteckkurve:

f(t) = sin (t) + 3 sin (31) +

Lsin 51) + 1 sin (70) +
Llh® =10 + &)
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Abklingen eines Tones - Multiplikation von Funktionen

Aus der Erfahrung wis- )
sen wir, dass Tone und
Klange leiser werden
und verklingen - ihre 3t
Lautstarke nimmt ab. 24
Fir die Beschreibung der |
Schwingungsform  wird t
somit die Amplitude a 0 3 T i
eine Funktion der Zeit t: T £~ qin (61)

f(t) = a(t) - sin (bt + c) -2+
Die Abnahme der Laut 3|
starke kann durch eine

abnehmende Exponenti-
alfunktion a(t) = e
beschrieben werden.

—kt -5+

Wir erkennen: Die Amplitude der Sinusschwingung hangt vom aktuellen Wert der Expo-
nentialfunktion ab. Sie geht rasch gegen null.

> 5 Uberpriift dieses Ergebnis experimentell am Computer!

P> 6 Untersuche die Funktionen f(t) = a(t) - sin (20t), t > O, flr
4t

a) a(t)= T+ b) a(t)=4 — 4e %%
o

AM und FM

Wird die Amplitude einer Schwingung durch eine andere Funktion zeitlich variiert, spre-
chen wir von Amplitudenmodulation, AM. Eine besondere Bedeutung hat diese, wenn die

Amplitude einer hochfrequenten Schwingung durch eine niederfrequente Schwingung
Ly TN
technik eine besondere Bedeutung erlangt. Das zu Ubertragende Tonsignal wurde als

moduliert wird: f(t) = sin (t) - 3 sin (101)
| ” JALLAR
t
[« £ [T A7 3 7] g , I m m
modulierende Amplitudenfunktion auf eine hochfrequente Tragerwelle aufgebracht.

N
Y

N
T
C ——m
101
1]

AN P‘

—

Y £(t)= 3 sin (10t Y ap
| U
L 2T

AT
o
In der Nachrichtenutbertragung hat die Amplitudenmodulation in den Anfangen der Funk-

f(t) = 3 sin

FUr hoher frequente Tonsignale wird die Frequenz der Tragerwelle durch das Tonsignal
variiert; es liegt Frequenzmodulation, FM vor:

y

9]
=Y
o
=
193]
2

=
S
=
P

o]
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Mehr zu diesem Thema gibt es unter: http:



. Meine Kapitelcheckliste zu Reelle Funktionen

— G D

(d.h. ich kenne, ich kann beschreiben, (d.h. ich kann darstellen, berechnen, z.B.
sagen, erklaren, verdeutlichen, ... ) interpretieren, begriinden, finden ...) Aufgaben

EBlh@mn&  Nullstellen und Fixpunkte

@ . was eine Funktion ist. () ... die Darstellungsform einer Funktion ... 691, 693,

@ . verschiedene Darstellungsformen andern. 696
einer Funktion. (J ... Nullstellen und Fixpunkte einer Funk- ... 697, 698

@ . was eine Nullstelle und ein Fixpunkt tion bestimmen.
einer Funktion ist.

@ . was die 1. Mediane ist und was sie
mit Fixpunkten zu tun hat.

&lh@mn& Monotonie und Extremstellen

(J ... was monoton wachsend bzw. fallend | (J ... lokale und globale Extremstellen aus ... 702, 704
bedeutet. dem Graphen einer Funktion ablesen.

() ... was Extremstellen und Extrema sind. | (J ... Extremstellen und Extrema ... 708, 709

O . den Zusammenhang zwischen Mono- interpretieren.
tonie und lokalen Extremstellen. (J ... die Monotonie einer Funktion ... 710

O . den Unterschied zwischen lokalen beschreiben und interpretieren.
und globalen Extremstellen.

Blh@m& Symmetrie und Periodizitat

@ . was eine symmetrische Funktion ist. (J ... Symmetrie aus dem Graphen einer .. 712,716

(J ... was eine periodische Funktion ist. Funktion ablesen.

@ . den Unterschied zwischen einer () ... Periodizitat und die Periode aus dem ... 717
geraden und einer ungeraden Graphen einer Funktion ablesen.

Funktion.
Blh@mn& Bijektive Funktion und Umkehrfunktion

(J ... was eine bijektive Funktion ist. (J ... erkennen, ob eine Funktion bijektiv .. 724

() ... was eine Umkehrfunktion ist. ist.

@ . den Zusammenhang zwischen (J ... Umkehrfunktionen in anwendungsori- ... 725
Bijektivitat und der Existenz einer entierten Kontexten interpretieren.
Umkehrfunktion.

i Blh@mR&  Funktionstypen t

(J ... Potenz- und Wurzelfunktionen und () ... Eigenschaften von verschiedenen ... 732,733
ihre Eigenschaften. Funktionstypen beschreiben.

() ... Polynomfunktionen und gebrochen
rationale Funktionen und ihre Eigen-
schaften.
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— X

. Exponential- und Logarithmusfunk- O
tionen und ihre Eigenschaften.

. den Zusammenhang zwischen Expo-
nential- und Logarithmusfunktion. @

.. Winkelfunktionen und ihre Eigenschaf-

ten.

O O 0O 0O 0O O

ist.

. GradmafB und Bogenmaf fur
beliebige Winkel. o

.. was man unter Parametervariation
versteht. _

.. was die Verkettung von Funktionen

von Parametervariation am
Computer durchfihren.

und Term darstellen.

.. Winkel in Gradmaf3 und Bogenmaf3
angeben und entsprechende
Umwandlungen durchflhren.

. Funktionsuntersuchungen mithilfe

(J ... verkettete Funktionen durch Graph

Q

Q

Kompetenzen fiir meine Matura

Ich kann erklaren, was eine reelle Funktion ist und
kann Beispiele dafiir angeben.

Ich kann Abhangigkeiten zwischen GréBen mit Worten
und mithilfe reeller Funktionen beschreiben und dabei
verschiedene Darstellungsformen (Term, Graph, Ta-
belle) verwenden, sowie zwischen den Darstellungs-
formen wechseln.

Ich kenne typische Eigenschaften von Funktionen,
kann sie erkennen, interpretieren und beschreiben:
Nullstellen, Monotonie, Extrema, Symmetrie,
Periodizitat,

Ich kenne verschiedene Funktionstypen (Potenzfunk-
tion, Exponentialfunktion, Logarithmusfunktion, Win-
kelfunktion). Ich kann sie darstellen (Term, Graph) und
ihre Eigenschaften beschreiben und vergleichen.

Ich kann die Auswirkung von Parametern auf den Gra-
phen einer Funktion beschreiben und interpretieren
(Parametervariation).

Ich weif, wie die Sinus- und die Cosinusfunktion zu-
sammenhangen, und kann diesen Zusammenhang
beschreiben und begriinden.

Cion ooe 3

woo WU T T

.. 797,798,
799, 800

... 808
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Losungen zu allen Aufgaben findest du in: Thema Mathematik 6 Losungen (SBNR 150.261)

Teste dein Wissen!

Kreuze die richtigen Antworten an!

Verwende fur die Aufgaben auf dieser Seite folgende Graphen.

Ordne jedem Funktionsterm den passenden

168

(1) , 2 ,, (3) ,
1 1 gdl
2 -
ol
. X X . . . ~ X
0 1 2 0 1 3 4 5 4 0 1 >
(4) , (5) ) ,,
odl
1 /
2T / X
T S S S
/ / -1+
[ | X . . X
5 4 0 1 2 5 4 1 2
(7) , (8)
2 -
adl
| X X
5 0 1 2 1 2

Graphen zu.
a) f(x) = Vx
b) f(x) = x?
c) f(x) = x*
d) f(x) =x>°
e) f(x) =x2
f) fx)=x°

g) f(x) =0,3x+1

h) f(x) = 2"
) fx)= 3
i f)=Inx

pJuoooooodu

Gib an, fir welche der abgebildeten Funktionen
die Aussage zutrifft.

a) Die Funktion ist im Intervall [0; 2] monoton
wachsend.
b) Die Funktion hat kein lokales Extremum.
c) Die Funktion hat genau eine Nullstelle.
d) Die Funktion hat mindestens eine senk-
rechte Asymptote.
e) Die Funktion ist gerade.
f) Die Funktion ist ungerade.
(1) (2 (3) 4) (6) (6) (1) (8)
a2 00000000
b QO Q 0 0 0 Q0 0
o O 0 Q Q000 0
9 O Q0 Q 00 Q0 0
e O O Q Q0 0 QO
"/ Q000000 Q




EI\/Iocelle

Ausgehend vom Problem, die Ausbreitung eines Gerlchtes in einer Schule mathematisch modellieren zu
wollen, lernst du verschiedene mathematische Modelle kennen: lineares, exponentielles, beschranktes
und logistisches Wachstum. Du wirst zu verschiedenen Anwendungssituationen Modelle aufstellen, cha-
rakteristische Eigenschaften angeben und die ,Gute“ der Modelle im jeweiligen Kontext interpretieren.

Exponeniellos Modell

Mio. y Avaahl Bakterien

“loo 4

Lineares Modell

\ R ——
/ .

Typ . lmaar"Jr l[

. — ° exponerie

| =5 \ MMP“@ cﬁﬁﬁhr&nu

\ ¥ Lﬂg':hgja _/
infady I

malvgguahsﬁn » Absolufe & relative Amf@/ﬂnﬂ

Anvendang —radionkiver Zeral
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6.1 Grundbegriffe

Schon in der 5. Klasse haben wir den Zusammenhang zweier GréRen durch lineare oder quadratische
Modelle beschrieben (Band 5, Abschnitte 4.5 und 4.9).

Nun konzentrieren wir uns besonders darauf, wie sich ein Wert im Lauf der Zeit andert. Je nachdem, ob wir
den Wert nur an einzelnen diskreten® Zeitpunkten (z. B. téglich, monatlich, jahrlich) oder zu beliebiger Zeit
t = O betrachten, unterscheiden wir:

Der Anfangswert y, ist bekannt. Er verandert sich schrittweise: y, =y, =y, — ...
Nach n diskreten Zeitschritten hat er sich zu y, verandert.
Der Anfangswert y(0) ist bekannt. Er verandert sich im Lauf der Zeit kon-
tinuierlich. Zur Zeit t betragt er y(t).

Bemerkungen:

(1) Ein diskretes Modell entspricht einer Folge (y,), = o = Vo, Y1: Yor ---)- Wir stellen sie explizit, rekursiv oder
grafisch dar.

(2) Ein kontinuierliches Modell entspricht einer reellen Funktion y = f(t). Meist stellen wir sie als Term
oder grafisch dar. (Anders als gewohnt heif3t hier die Variable t statt x.)

(3) Oft modelliert y, oder y(t) die Grofe einer Population oder eines Produktbestandes. Der Wert y, oder
y(t) heiflt daher auch Bestandsgréfse oder kurz Bestand des Modells.

(4) Ein diskretes Modell mit Einzelpunkten in sehr kleinem Abstand unterscheidet sich grafisch kaum von
einer Funktion. Im Grenzfall immer kleiner werdender Zeitschritte nahert sich ein diskretes Modell
einem kontinuierlichen an.

Anderungsmate in diskreten Modellen

Die schrittweise absolute Anderung Ay, (sprich: ,Delta-Ypsilon-n“): Ay, =Y,.1— Y,
% — Yn+a — Yo

Die schrittweise relative Anderung ist die Anderung relativ zum Grundwert y, : 7 7

Die relative Anderung wird oft in Prozent angegeben.

864 ) In einer Gemeinde steigt die Anzahl der Arbeitslosen: 2"500 (Sept.), 2750 (Okt.), 3012 (Nov.).
Berechne jeweils die monatliche absolute und relative Anderung.

Ausfiihrung: y, = 2500; y, =2750; y,=3012;
absolute Anderung: Ay, =y, — ¥, = 250 und Ay, =y, —y, = 262

o A A
relative Anderung: % = % =0,1 = 10%; yy1 = % ~9,5%
0 1

Ergebnis: Die monatlichen absoluten Anderungen betragen 250 bzw. 262 Personen, die monatli-
chen relativen Anderungen 10 % bzw. 9,5 %.

Bemerkung: Obwohl| die absoluten Anderungen zugenommen haben, nehmen hier die relativen Ande-
rungen ab! Es ist wichtig, beide Begriffe zu kennen und unterscheiden zu konnen.

Die — je nach Betrachtungsweise — unterschiedlichen Anderungen zeigen auch: Wir haben zu wenig Infor-
mationen, um ein aussagekraftiges Modell fur die folgenden Monate zu finden.

1 diskret“ hat in der Mathematik nichts mit Lverschwiegen, vertraulich“ zu tun, sondern bedeutet ,einzeln, getrennt*.
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B8. Modelle

In einem kontinuierlichen Modell gibt es keine schrittweisen Anderungen. Statt dessen verwenden wir hier
eine mittlere Anderungsrate:

Die mittlere Anderungsrate in einem Zeitraum (t,, t,)
ist ein geeignetes Anderungsman in kontinuierlichen

Modellen y = y(t):

Ay _ ylt) —y(t) i
A= Aog b mitt At

Die mittlere Anderungsrate heift auch der Diffe-
renzenquotient.

Der Wert der mittleren Anderungsrate hangt natiirlich vom gewahlten Zeitraum ab. Je kleiner das Zeitinter-
vall, desto mehr nahert sich die mittlere Anderungsrate augenscheinlich einer momentanen Anderungs-
rate an. Vom 17. bis zum 19. Jahrhundert arbeiteten grofe Mathematiker daran, diesen Begriff zu verste-
hen und ihm eine exakte Bedeutung zu geben. Sie entwickelten dabei die Differentialrechnung. Das wird
ein wichtiges Thema in der 7. Klasse sein.

——( Aufgaben

865

867

Gib jeweils die absolute Anderung an:
a) Ein Kapital von 450 € wachst um 5 %.
b) Ein Kapital von 3200 € wachst um 2 %.

c) Ein Liter Superbenzin kostet 1,20 €. Der
Benzinpreis steigt um 5 %.

d) Ein Liter Diesel kostet 1,25 €. Der Preis
sinkt um 16 %.

e) Viktoria wiegt 50 kg. Sie nimmt um 8 % zu.

f) Kevins Korpergewicht betragt derzeit 75 kg.
Er nimmt um 12 % ab.

Gib die relative Anderung in Prozent an:

a) Der Benzinpreis steigtvon 1,08 € auf 1,35 €
pro Liter.

b) Die Bevolkerung einer Stadt wachst von
255000 auf 258 000.

c) Diesel kostet 0,99 € pro Liter. Der Preis
steigt um 0,10 €.

d) In einem Tiergehege leben 13 Parchen. Der
Bestand steigt um 8 Parchen.

e) Nina nimmt von 53 kg auf 50 kg ab.
f) Wolfgang wiegt 60 kg und nimmt 3 kg ab.

Gib die mittlere Anderungsrate (den Diffe-
renzenquotienten) an.

a) f(t) =t im Intervall [1; 3]
b) f(t) = £ im Intervall [4; 5]

2 im Intervall [1; 1,1]
=/t im Intervall [9; 16]
e) f(t)y=t-(1 —t) im Intervall [0,4; 0,6]

=¢' im Intervall [1; 2]

Il
—~

Gib absolute und relative Anderungen an.

a) Bevolkerung in einer Gemeinde:

Jahr 1990 2000 2010

Einwohner 4500 4220 3970
b) Grippewelle:

Monat Okt. Nov. Dez. Jan.

Infektionen 150 @ 225 @ 340 @ 500

c) Hasenparchen:

Monat O 1 2 3 4 5 6
Bestand 1 12 3 5 8 13

& Auch fur Funktionen y = y(x) lasst sich der

Differenzenquotient (oder die mittlere Ande-
rungsrate) definieren. Gebt eine Definition an.
Zeichnet dafiir ein Diagramm wie oben und er-
klart: Bei einer Funktion y = y(x) entspricht der
Differenzenquotient der Sekantensteigung.
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. 6.2 Lineares Modell
G

Grundvorstellung: gleiche Zeitschritte — gleiche absolute Anderungen

870) 2 In einer kleinen Schule breitet sich unter 360 Jugendlichen ein Geriicht aus. Zuerst kennen es
nur 6, nach einer Woche schon 10 Personen.

Nimm an, dass pro Woche 4 Jugendliche neu eingeweiht werden. Erstelle ein diskretes lineares
Modell und simuliere die Ausbreitung des Gertchtes mit dem Computer.

Ausfiihrung:
Die Anzahl der Informierten bildet eine Folge (/.), wobei n = O die Anzahl der Wochen nach Start
des Geruchtes angibt. Diese Folge kdnnen wir rekursiv und explizit beschreiben.

Zu Beginn kennen 6 Personen das Gerucht. Jede Woche kommen 4 Informierte dazu, das sind in
n Wochen 4 - n neu Informierte. Daher:

rekursives Modell: explizites Modell:
l,,,=1,+4 mit [y=6undn=0 [,=6+4-n mit n=0
Flr die Simulation bietet sich Informierte A B
die Tabellenkalkulation an. In 120 T 1 | Woche | Informlerte
der Abbildung steht der An- 1 2 0 6
fangswert in B2. Wir setzen 3 1] 10
daher B2=6, B3=B2+4 USW. 80T 4 2| 14
) . 1 5 3 18
Wir sehen: Die Datenpunkte 0 . ° 5 4: 2
. . [ ]
liegen auf einer Geraden. 0 + R = 5 P
20 1 . 8 6| 30
o ¢ Woche | 9 7| 34
0 2 4 6 8 10 1 | 10 8 38

Zur Modellbildung gehodrt ganz wesentlich, die Ergebnisse zu hinterfragen und mit der Realitat zu
vergleichen.

Modellkritik: Dieses Modell arbeitet mit vereinfachten Annahmen und ist nur begrenzt gultig.

- Die Annahme, dass immer nur vier Leute wochentlich vom Gerticht erfahren, ist unrealistisch.
Je mehr Leute ein Geheimnis kennen, desto mehr erzahlen es weiter.

- Andererseits wirden ab Woche 91 mehr Personen davon wissen, als Uberhaupt zur Schule
gehen. Aber bis dahin interessiert sich ohnehin niemand mehr daflr ...

sind besonders einfache Naherungen fir viele Vorgange. Sie gelten aber oft nur fir
wenige Schritte oder kurze Zeitraume.

In Beispiel 870 ist die absolute Anderung pro Schritt konstant: | ., — | =4

n

. : . " oy — |
Die schrittweise relative Anderung ————"=- = Ii
n

n

sinkt mit der Zeit, weil |, immer grofier wird.

Dies sind typische Eigenschaften eines linearen Wachstums.
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Diskretes Modell:

Die absolute Anderung pro Schritt ist konstant:

Ay, =k €R
Y, ... Wert nach n Schritten (n = 0)

rekursiv: y, ., =Yy, t k

explizit: y, =y, +n-k

Bemerkungen:

B8. Modelle

Kontinuierliches Modell:
Die mittlere Anderungsrate ist konstant:
Ay
A - kKE R
y(t) ... Wert zur Zeitt = O

yt)y =y, +t-k

(1) Ist die Anderung negativ, spricht man von linearer Abnahme.

(2) Beim diskreten linearen Modell bilden die Werte eine arithmetische Folge (y,, ¥,, ¥», --.), beim kon-
tinuierlichen linearen Modell liegen sie auf einer Geraden.

——( Aufgaben

811

812

813

814

Auf dem Sparbuch von Denise liegen jetzt
135 €. Denise legt weiterhin jeden Monat 15 €
ein. Rechne jeweils ohne Zinsen:

a) Wie hoch ist das Guthaben nach 1, 2, 5 und
18 Monaten?

b) Wie lange dauert es, bis Denise 350 € ge-
spart hat?

c) Wie lange dauert es, bis Denise ihr An-
fangsguthaben verdoppelt hat?

In einem Swimmingpool mit der Grundflache
10 m X 6 m steht das Wasser zu Beginn
1,80 m hoch. Pro Minute werden 220 | Wasser
abgepumpt.

a) Wie viel Liter Wasser sind nach 30, 60, 120,
240 Minuten noch im Becken?

b) Wie lange dauert es, bis das Becken voll-
standig geleert ist?

Erstelle ein geeignetes mathematisches Modell
fur die Wasserhohe im Becken aus Aufgabe
872. Nimmt diese linear ab? Begrunde!

B In einer Kleinstadt wohnen 1600 Leute. Es
breitet sich ein Gerticht aus. Zu Beginn kennen
es nur 30 Personen. Pro Woche werden 90 Per-
sonen neu eingeweiht. Erstelle ein lineares Mo-
dell fUr die Anzahl der

a) Informierten
b) nicht Informierten

und simuliere sie mit dem Computer. Wie realis-
tisch ist das Modell?

@ .

875 ) @@ Lest aus dem Diagramm Anfangswert und
Anderungsmafie ab und gebt ein geeignetes
lineares Modell an!

a) y,
12 + °
L]
[ ]
10+ .
[ ]
[ ]
8 .
L]
[ ]
6 .
L]
L]
4 °
L]
[ ]
29
n
O 5 10 15 20 25 30
b) 4y
4-.
3-
2.
i
t
0 2 4 6 8 10
c) v,
8¢
L ]
6 .
L]
4 .
L]
2 °
L4 n
© 5 fo 15 e20 25
-2+ .
[ ]
876 ) a8 Gebt je zwei Beispiele fir lineares Wachs-

tum an, bei dem
a) das diskrete b) das kontinuierliche
Modell geeignet ist. Begrindet eure Wahl!
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. 6.3 Exponentielles Modell

Grundvorstellung: gleiche Zeitschritte — gleiche relative Anderungen

877) 2 In einer kleinen Schule breitet sich unter 360 Jugendlichen ein Geriicht aus. Zuerst kennen es
nur 6, nach einer Woche schon 10 Personen. Vergleiche Beispiel 870.

Nimm an, dass pro Woche durchschnittlich 2 von 3 Insidern das Gerulcht an jeweils eine noch nicht
informierte Person weitergeben. Erstelle ein diskretes exponentielles Modell und simuliere die
Ausbreitung des Gerlichtes mittels Computer.

Ausfuhrung:

Die Anzahl der Informierten bildet eine Folge (/,), wobei n = O die Anzahl der Wochen nach Start

des Gertchtes angibt.

Zu |, Informierten kommen im Laufe der nachsten Woche % - 1, neue dazu. Daher sind es eine
Woche spéter insgesamt [, ,, = I, + % <, = % -,

rekursives Modell:

n

lei=32+1 mit l,=6undn=0

Flr die Simulation bietet sich
die Tabellenkalkulation an. In
der Abbildung steht der An-
fangswert in B2. Daher ist
B2=6, B3=B2*5/3 Uusw.

250 4

200 T

150 +

100 T+

50 +

Informierte

explizites Modell:
5

/n:(g)”-ﬁ mit n=0

A B
Woche | Informlerte |
6
10
1667
2778

77.16
128.6
21433

1
2
3
4
-
6
-
8
9

0
1
2
3
4 46.3
2 !
6
Wocf)e 7
8 10 | 10 8

367.22 |

Modellkritik: In diesem Modell breitet sich das Gerlicht zunehmend rascher aus. Das ist anfangs

realistisch, aber trotzdem nur begrenzt gultig, denn:

- Die Zahl der Informierten ist nicht immer eine natlrliche Zahl.

- Bereits ab Woche 9 gibt es in der Schule mehr Informierte als Jugendliche.

In Beispiel 877 ist die relative Anderung schrittweise konstant:

Die absolute Anderung Al wachst mit der Zeit: Al =1 ,, — |

Dies sind typische Eigenschaften eines exponentiellen Wachstums.

n+1 n

_2.,
=%

2
3

Sie ist proportional zu |,

n

konnen die Anfangsphase vieler Wachstumsvorgange und Ausbreitungspro-
zesse gut beschreiben. Charakteristisch ist die anfangs langsame, dann explosionsartig schneller
werdende Zunahme. Auf Dauer ist exponentielles Wachstum in der Natur nicht moglich.
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Diskretes Modell:

Die relative Anderung pro Schritt ist konstant:

Yn

rekursiv:
explizit:

Ay _
m =keR

... Wert nach n Schritten (n = 0)

yn+1:(1+k)'yn
Yo =Yo (L +K)

Bemerkungen:

B