1. Potenzen, Wurzeln,
Logarithmen

1 Im Buch ausgeflhrt.
2 Im Buch ausgeflhrt.
3 Im Buch ausgeflihrt.

4 a) 125; % b) —-27; 0,25 ¢) 16; -16
d 1; 1

5 Das Produkt zweier negativer Zahlen ist stets positiv.

Damit gilt:

a) a" >0 < ngerade

(Je zwei Faktoren werden zusammengefasst.)
b) a" < 0 < nungerade

(Ein Faktor bleibt brig.)

6 a) a2-a*=(-a)-(a-a-a-a)=a-a-a-a-a-a=a°

n+k Faktoren

n Faktoren k Faktoren
7 a) a"-ak=a-a-...-aa-a-...-.a=a"*k
n Faktoren n—k Faktoren k Faktoren
e m— . p——
b) al:gk=28 —aa-...a_aa..azad.. 4a_
. ak a-a-...-a aa...-a
k Faktoren k Faktoren
:anfk
k Klammern
¢ (a")f =@ -@)-... (@ =
k Klammern
=@-a-...ra)-@a-...ca-...-@a-...-.a=
n Faktoren n Faktoren n Faktoren
=a-a-...ra=a"k
N————

n - k Faktoren

@ (2)=(2)(3) -

n Klammern

n Faktoren

S Al
ktoren

(5) =555 =
n Fal

8 a":a"=a"""=3a% und
n Faktoren
n

n.on_a _aa-....a_
a:a a” " a-a-...a 1,
a.a....'8

n Faktoren

also ist die Definition von a® = 1 sinnvoll.

9 a) a’ b) a° ¢) a® d) a’ e) a® f) -a
g —-a3 h) —-a i) a® j) a** k) a2 1) a°

10 a) 78 b) 32 ¢) 5% d) 2v7
e) 72 f) 3 g 1 h 24

11 a) 16a* b) —-125a3 c¢) 32319 d) 9a°
e) al%p® f) 8a%2p® g 9al2p2 h) —8a3p°

12 1) z.B.a=2undb=3:
(2+3)2=52=25,aber 22 +32 =13

2) (@+b2=(@a+bh)-(@a+b)=a’+a-b+a-b+b?=
=a’+2ab+b%#a%+b?

13 a) OOXOX b OXMXXNX

14 a) 16a’ b) -2 c¢) —45a°
d) 36a e) 10a f) -2
15 a) 5a'p° b) 16a°b® c¢) 3a°hH'’

d) 81a°p° e) -2a°b? f) 22 g -24ab®

b
h) 27 a®

4. 1 1. 41
16 al) 100’ 1000000 b) 35 =
©) 15 —15 9 10000 1

17 0"=4 =%
Die Division durch O ist nicht definiert.

18 a) L b) 1 c) L d) L e) 26:;12

a4 aS aﬁ 32a2
1 p? noo2bd 1
f) =z 8 25 h & ) <5 ) 3205
1 3a*
K —5w D 35

19 a) 23a % b) 2733 ¢) 272a4bd

d) 32a2p1 e -—28.525% f) —33.27153
3b3 8 1 1

20 a) 15 b) 18ab® ¢) Fi d) — 2

21 1. Schritt: die Potenz mit der negativen Hochzahl

wird als Bruch geschrieben; 2. Schritt: die Zahl 1 wird

als Bruch dargestellt; 3. Schritt: Auflésung des Doppel-

bruches (,Auen mal AuBen durch Innen mal Innen“);
4. Schritt: Division durch 1

22 Die Regel stimmt, denn 2" =g "= 1
und L. =L =2,

an aI” 1
2 2412
22 L0 oo Py oo 23
4 .73 2 3
e) ;25 ) 352 g i h —Z5
24 a) 3233p2 p) 5171y

c) —4-31a1 d) 24.3.535%p3
25 Im Buch ausgefuhrt.
26 Im Buch ausgefihrt.

27 Im Buch ausgefuhrt.



28 a) 9;

wIN

b) 2, 4 ¢ 3 % d 1 2

Va2 b) Va* ¢ Va? d) Va

a)
1 1 1 1
e mEh G

29
e)

31 a) aib? b) (4a)ib? ¢) a?b
2 e) (3a2)3p2 f) 5a2p*

2 O@E®

33 a) 3 b 2¢) t d 2e€ 15
g 49 h) 05 i) %
34 OXMXNX

35 a) at b) a” ¢) a3 d) a’

36 a) Va-vVb=a
b §2=2r=(3)
c) Va 1
37 a) 2 b) 2 ¢) 10

38 Renés Behauptung ist falsch, weil z. B.:

V16+v9=74#/16+9=5

39 1) 1. Schritt: 18 wird als Produkt von 9 und 2
geschrieben; 2. Schritt: die Wurzel wird Uber jeden ein-
zelnen Faktor geschrieben; 3. Schritt: aus 9 wird die
Wurzel gezogen

2) Das ist nicht zielfihrend, weil weder die Zahl 6 noch
die Zahl 3 eine Quadratzahl ist und daher keine Wurzel
gezogen werden kann.

40 a) 10V3 b) 3V3 ¢) 4V2 d) 4V3

41 a) 3avb b) 5a3bV2b ¢) a d) ﬁ
e) abVv9ab? f) 2ab2vb

42 a) 5v2a b) 2/3 o 327 q
e) 6vad3b? f) L

43 a) V3a® b) Va ¢) /32 d)

o /% N \E

N

Nl
P

N

44 1) 1. Schritt: Die k-te Wurzel wird als Potenz mit
einem Bruch im Exponenten geschrieben; 2. Schritt:
Das Gleiche wird mit der n-ten Wurzel gemacht;
3. Schritt: die Rechenregel fur das Potenzieren von
Potenzen wird angewandt; 4. Schritt: im Exponenten
wird zusammengefasst; 5. Schritt: Die Potenz wird
wieder als Wurzel geschrieben

2) k,n € N* a € R*, da die Potenz auf Seite 10 im
Schulbuch flr diese Zahlen definiert ist

45 a) 2avb b) bv/50a3b% ¢) 2avb
d) abVvVa? e) aVvb® f) ab+Vab

46 1) Der Bruch wird mit (5 + v2) erweitert. Verein-
facht man den Nenner mithilfe einer binomischen Formel,
so fallt die Wurzel weg.

2) Der Bruch wird mit 1 — x erweitert. Dadurch fallt
die Wurzel im Nenner weg:
VI—x-V1I-x=(1-x2=1-x

47 a) 2+V3 b) 15=5v2 ¢) =8-2V5
@ HET e -NEE 0 s

2+X

48 Im Buch ausgefihrt.
49 Im Buch ausgefihrt.

50 a) 2<V8<3 b) 4<v20<5
c) 10<V113<11 d) 8<Vv68<9

51 a) 1,7<vV3<18 b) 22<v5<23
c) 26<V7<27 d 31<V10<3,.2

52 a) 3V3x6,70 b) 2V5x 4,71
c) 2¥7~6,26 d) 3103227

53 OXXOO
54 OXOXX
55 OXXNXO
56 XX OXO

57 a) 1 b) a2V3 ¢) _L_

a2Vv3
d) a* e a* f) a°



58 1) Potenzen mit Exponenten aus N:

a"=a-a-...-a firaeR,neN* g%=1
————
n Faktoren
Potenzen mit Exponenten aus Z:

a"=21 firacR*,neN

Potenzen mit Exponenten aus Q:

ak=va" firac Rt keN* neZ

Potenzen mit Exponenten aus R: Durch Einschranken
der Hochzahl mithilfe von rationalen Zahlen lasst sich
der Wert der Potenz naherungsweise berechnen.

2) Im Falle natlrlicher Exponenten muss keine Ein-
schrankung hinsichtlich der Basis getroffen werden. Jede
beliebige reelle Zahl kann wiederholt mit sich selbst
multipliziert werden.

Lasst man im Exponenten auch ganze Zahlen zu, so darf
die Basis nicht O sein (vgl. Aufgabe 17).

FiUr rationale Exponenten muss die Basis eine positive
reelle Zahl sein, da aus negativen Zahlen (lUber der Grund-
menge R) keine Wurzel gezogen werden kann.

3) OXXXO

59 Im Buch ausgefuhrt.
60 Im Buch ausgefuhrt.
61 Im Buch ausgefihrt.

62 Im Buch ausgefinhrt.

63 a) 3=log,8 b) 3=log,64 c¢) b=log,c
d) t=loggr
64 a) 32=9 b) 271=05 ¢) he=k

65 a) 2, 3 3 b) 3 -3 3

¢ -2 -1, 2 d 3 -1, -3

66 a) x=32 b) x=:% ¢) x=
e) x=3 f) x=5

67 D) (B QA ®

68 a) x=1 b) x=0 ¢) x=-1 d) x=1

69 a) log,r=x<a*=rund

log,s =y < a’ =s. Daraus folgt:

log, L =log, & =log,a* Y =x—y=log, r —log, s
b) log, b =x < a* = b. Daraus folgt:

log, (b°) = log, ((a¥)°) = log, (a*¢) =xc =c-logy b

70 a) 2log2+2loga+5logh

b) log5+2 loga+ 3 loghb

c) 3log2+4loga+2logh

d) 2log2+3loga+2log(a+b)

e) log3+2log2+3loga+2log(b—a)
f) 2log2+loga+3log(a+2b)

71 a) 5loga+loghb —log3 — 2 log(a—b)
b) 2log(a+2b)—log2—loga— 3 logh

c) 2log3+2logb—3log(a—2b)

d) log(@a+b)—log2— 3 loga— 1 logb

e) log(a+b)+log(a—b)— 3 log3— 2 loghb
f) log5— 3 loga— 2 logb — log2

72 a) log(;%s) B log((a+b)*-9a)
c) |og(ié(’2—+bL) d) log(2a(a+b)?)
( (6ab)® )

\?(a 2b)?

—b)-b-v/2(@—b)-v9a)
73 a) log,a% +log,1 Ioga( a2 . )
b) log,a% —log,a 2= Ioga( ;) =

c) log,a® +log, (%) = log, (a° a% Iogaa—

d) log,,1@°+2a+1)=log,,(@a+1)?=2

e) log
f) log (2 (a
Ioga =2

74 a) B8l-4 b) Bii- 18235 34
o) Brs- 18225 34 q) B 6B 4
o) 0550 -4 f) B - _wiggo- 3
75 a) x=L%g“T°z2,66 b) x=ﬁ%z101,35
c) x=-E038 =3 d) x=—58025=-1

76 1. Schritt: Die Zahl 9 wird als Potenz umgeschrie-
ben; 2. Schritt: Das Rechengesetz a" - a* = a” ¥ wird
auf beiden Seiten angewendet; 3. Schritt: auf der rech-
ten und linken Seite ist die gleiche Basis, daher kdnnen
die Hochzahlen miteinander verglichen werden;

4. Schritt: die Gleichung kann durch Aquivalenzumformun-
gen geldst werden

77 a) x=§% b) x=3 ¢) x=1 d) x=2

78 1. Schritt: Beide Seiten werden logarithmiert;
2. Schritt: Es wird das Rechengesetz log, (r®) = c - log, r
angewendet; 3. Schritt: Die Klammer auf der rechten
Seite wird ausmultipliziert; 4. Schritt: Es wird die Aqui-
valenzumformung —x - Ig 3 angewendet und auf der linken
Seite x herausgehoben; 5. Schritt: Die Gleichung wird
durch Division gelost



79 a) x~10,84 b) xx~151 ¢) x=~—6,37
d) x=0

80 Tim sollte sich die Variante von Bsp. 78 merken,
denn sie funktioniert fir diese Art von Aufgaben immer.
Die andere Variante funktioniert nur bei gleicher Basis.

81 Im Buch ausgefihrt.
82 Im Buch ausgefihrt.
83 Im Buch ausgeflhrt.

84 1) 25=32 Vorfahren

2) 29x1,2.10%

Das Resultat ist nicht sinnvoll, da es grofer ist als die
derzeitige Weltbevolkerung.

85 Es brauchte dafir nur 21 Schritte (x = £(7;8:10%),
86 a) rund 10730 Personen

b) ca. 2,45%; Da die 0,5% jedes Jahr von einem
neuen (Grund-)Wert berechnet werden, fihrt die Rech-
nung 0,5% - 5 = 2,5% nicht zum richtigen Ergebnis.

87 a) 1) 3183,62€ 2) nach ca. 35 Jahren
b) 1) 512,10€ 2) nach ca. 87 Jahren

c) 1) 52283,92€ 2) nach ca. 47 Jahren

d) 1) 50225,34€ 2) nach ca. 462 Jahren

88 Ko -q*=2-Ko |:Ko
_ _ log2
g =2 = x= %EE
89 1) Maria hat nach funf Jahren 46 370,96 €. Die
Summe ist um rund 15,9 % gestiegen.
2) Das wird ca. 73 Jahre dauern.

90 a) Der Zinssatz musste hoher sein als 2,53 %.
b) Die durchschnittliche Wachstumsrate in den beiden
letzten Jahren war nur 1,1 %.

91 1) Der durchschnittliche jahrliche Zuwachs betrug
rund 2,4 %.

2) Anfang 2016 lebten ca. 42915 Menschen in der
Gemeinde.

3) Im Jahr 2023 hat die Gemeinde mehr als 50 000
Einwohner (nach 4,44 Jahren).

92 1) Hubert trifft mit einer Wahrscheinlichkeit von
31,6 % (0,75%) nie und mit einer Wahrscheinlichkeit von
68,4% (1 — 0,754) mindestens einmal.

2) Die Wahrscheinlichkeit, dass man auf die Ziel-
scheibe trifft, miisste dazu rund 21 % sein (1 —x° =0, 7).
3) Er muss dazu mindestens 10-mal schieflen
(1-0,6=0,99).

93 1)
dick.
2) Das Papier musste dazu rund 48-mal gefaltet wer-
den.

Das Papier ware dann ungefahr 536,87 km

94 Im Buch ausgefiihrt.

95 a) —-1

243 d° k-
3o D) —16y° e) d -5

400 c®

96 Im Buch ausgefihrt.

97 Im Buch ausgeflhrt.

98 a) 4vV2 b) 3xV2 ¢) x* d) 4x*
99 Im Buch ausgeflhrt.

100 Im Buch ausgefiihrt.

101 a) =186 b) =201 ¢) =297
d) ~1,16

102 a) x~1,57 b) xx~2,01 ¢) x=~2,63
d) x=~ 3,98

103 a) O OXX X
104 a) XOXOO

b OXONXNX
by OXOONX

1056 a) (A) @ E) » O QA EE®
106 x2=x-xund2¥x=2.2.....2;
x-mal

1. Gleichung: x = £8; 2. Gleichung: x =6

107 a) kte Wurzel aus a"; z.B.:
3 2 8
at =va3 a’=va?% as=vad

b) kte Wurzel aus 1 durch a"; z.B.:
_3 _I _5

a 2= /a%; a 3:\3’/%; a 6:16/6%5
108 6; 26=64

109 OOXXO

110 1) z.B.:a=0,50dera=-2

2) Die Behauptung ist nur richtig fur a > 1, denn multi-
pliziert man eine Zahl a > 1 wiederholt mit sich selbst,
so wird das Ergebnis grofer.



111 a) /(@b =(ab)?, da/(@b)* = (ab)? = (ab)’;
b\/(@ab)2 =ab?, da b+/(ab2=b-(ab)=ab?;
VaZb2=ab, da Va?b2=-/(ab2=ab

b) V(a—b)*=(a—b)?

da \(@—b)*=(@—b)? =(@—b?
a—\/b72=a—b, da a—\/b7=a—b%=a—b;

a2—Vb*=a2-b2, da a?—Vb*=a2—b?=a2—b2

112 1) Injedem der vier Falle wird auf andere (bereits
bekannte) Definitionen und Rechenregeln zuruckgegriffen,
z.B.:

1. Fall: Definition von Potenzen mit Exponenten aus Z%,
Rechenregel zum Multiplizieren von Potenzen mit natdrli-
chen Potenzen

2. Fall: Definition von Potenzen mit Exponenten aus Z*
und Z—, Rechenregel zum Dividieren von Potenzen mit
natlrlichen Exponenten

2) 1. Schritt: Wenn k und n negative Zahlen sind, dann
sind die Zahlen —k und —n positiv. Diese werden hier
I und m benannt. 2. Schritt: —I und —m wird fUr k
und n eingesetzt; 3. Schritt: Es wird die Definition fur
negative Hochzahlen verwendet; 4. Schritt: Alles wird
auf einen Bruchstrich geschrieben; 5. Schritt: Nach-
dem | und m positiv sind, kann das Rechengesetz fur
Potenzen mit natirlichen Exponenten angewendet wer-
den: a" -ak =a"*k; 6. Schritt: Der Bruch kann wieder
als Potenz mit negativer Hochzahl angeschrieben werden;
7. Schritt: Das Vorzeichen vor der Klammer wird aufgeldst;
8. Schritt: —I = k und —m = n wird eingesetzt

3) aO.an=1.an=an=aO+n

us (g)7= A= 3-1

“5_-41 -1 _1
114 02_0% ==3

Die Division durch O ist nicht definiert.

115 Wenn v/50 das Gleiche ist wie 5- \@, dann muss O
herauskommen, wenn man v/50 — 5 - v/2 in den Taschen-
rechner eingibt. Mit dieser Methode kann Jakob ganz
leicht Uberprufen, ob zwei Terme gleich sind.

116 1. Schritt: Umschreiben der Wurzel als Potenz;
2. Schritt: Die Potenz eines Produktes ist das Pro-
dukt der Potenzen; 3. Schritt: Die Rechenregeln fur
das Potenzieren von Potenzen werden angewendet, die
Potenzen werden dabei multipliziert; 4. Schritt: durch
das inverse Element der Multiplikation ist k - % = 1;
5. Schritt: Umschreiben der Potenz als Wurzel;
Voraussetzungen: a, b € R*, k € N

117 a) Richtig,z.B.: vVa++a=2va
b) Falsch, denn z.B.: V9 + V4 # /13

118 (Va+Vvb2=a+2\a+b>a+b
= Va++vb > Va+b; Die Summe der Wurzeln ist
groer als die Wurzel der Summen.

n 1
119 log, Vb =log, b7 = 1 -log, b

120 3'%%" = x = log, a'%% " = log, x
= log,n=log,x=>n=x=a%:"=n

121 1) a,b,ceRtunda#1,c+#1
2) 1. Schritt: Verwenden der Definition des Logarith-
mus; 2. Schritt: auf beiden Seiten wird logarithmiert;
3. Schritt: Die Rechenregel fir den Logarithmus wird ver-
wendet, der Exponent wird zum Faktor; 4. Schritt: auf
beiden Seiten wird durch log, c dividiert

122 Q0 0ONXX
123 multipliziert; addiert
124 XOXOX
125 (D) (E) () (B)
126 XOOOX
127 OXNX OO
128
129 O OX XX
130 OXOXNX
131
132 OXOXO
133 XOO0OO0OX

134 Nach 7 Jahren wurde ein Geldbetrag von 2 500 €
mit einem Zinssatz von 3% erreicht.

135 a) ng =~ 45mol ~ 2,7 - 1025;
_ _n-R.-T_ 83.273.15

p-V=n-R-T= V== =3935

= V= 0,0224m3 =22,4dm3 konstant
——

b) p-V=n-R-T; p-V¥=p-V.Vx"1=p.R.T.yx—1

= p - V¥ ist konstant, da auch R eine Konstante ist und

sich die Gasmenge n nicht andert;

Die Luft erwarmt sich auf rund 285 °C (558 K).



c) Der Ausdruck ist positiv, da 'ﬂ:—1"2=1+gl1 > 1 und
”J%Z:%+1>:Lund da der Logarithmus einer Zahl
groRer als 1 positiv ist. Somit ist der ganze Ausdruck
positiv;

+ + —
R.(nl.|nﬂ’ln_lnz+n2.|nﬂ1n_2nz)_
=R-(ng-In0uE200 424 - |n M2 ) =
=R-(n1-In3+2ng-In3) =
[n=ni+ny=>n=ng+2n; =>n=3ny = ny = %]
— 2 3) = 1 2 3\ =
=R-(3-In3+22.In3)=n-R-($-In3+5-In3) =

=n-R-(n(3%)+m(2)%)=n-R-(3%.(3)3) =
=n-R-In(3%'3%)=n-R-In(i)=

23 23

1 3
=n-R In( 3%23 ):n-R'In(%Q):

136 a) p=10%2-95pax 0,63Pa;

— 8-0,63)% ~
Lp =10 Ig (5-2:23) dB ~ 108,03dB
b) L,=106dB (p=20Pa); inca.253km
c¢) Halbierung des Abstandes zur Schallquelle:
Verdoppelung des Schalldrucks auf 2 p;

= 2p?) _ 02 =
Lp =10 Ig( 9 ) 10 Ig(pg)
_ 2 _
=20 Ig(ﬁg) —20 Ig(b% =
=201g2+201gp—201gpo —20 Igp+20 Igpg =
=201g2 ~ 6;
bei der v/10-fachen Entfernung, also ca. bei der
3,2-fachen Entfernung

10

Thema: Geschichte der Rechenhilfen

T1 a) aus dem lateinischen ,abacus® und aus dem
griechischen ,aBoay*“; Bedeutung: Tafel oder Brett

b) zwischen 2700 und 2300 v. Chr. in Sumer (zwischen
Bagdad und persischem Golf)

¢) Uber 2300 Jahre (Salaminische Tafel)

d) z.B.: in China in kleinen Geschaften

T2 a) z.B.im Nahen Osten 8000 bis 3000 v. Chr. oder
bei den Griechen und R6mern

b) Calculus; die Begriffe ,kalkulieren“ und ,Kalkul“ lei-
ten sich daraus ab

T3 Der Abakus besteht aus einem Rahmen mit Staben,
auf dem Kugeln aufgefadelt sind. Die Kugeln stellen
dabei durch ihre Lage eine bestimmte Zahl im Stellen-
wertsystem dar. Zum Beispiel sind die Kugeln in der
untersten Zeile die Einer, die Kugeln in der Zeile daruber
die Zehner, die Kugeln darlUber die Hunderter etc. Durch
Verschieben der jeweiligen Kugeln nach rechts oder links
kénnen daher auch sehr grole Zahlen addiert, subtra-
hiert, multipliziert und dividiert werden oder es kann die
Wurzel gezogen werden.

T4 Rechercheaufgabe

T5 Abakus: Addition, Subtraktion, Multiplikation, Divi-
sion, Wurzelziehen (Quadrat- und Kubikwurzel);
Rechenschieber: Multiplikation, Division, Berechnung
von Proportionen, Potenzen, Wurzeln, Kehrwerte, Loga-
rithmen, Winkelberechnungen, Addition und Subtraktion
funktioniert auch, ist aber etwas umstandlicher

T6 Rechercheaufgabe

T7 a) Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division;

im 18. Jh. von Anton Braun und Philipp Matthaus Hahn
b) schnelle Addition vieler Zahlen, auch Subtraktion;
1623 von Wilhelm Schickard

T8 Rechercheaufgabe



2. Ungleichungen

137 Im Buch ausgeflhrt.
138 Im Buch ausgeflhrt.
139 Im Buch ausgeflhrt.

140 a) x ... Lange des Weges in km; x< 3
b) x ... Kochzeit in min; x < 10

c¢) x ... Alkoholgehaltin %; x>9,5

d) k... GroRe von Kia, c ... Grofe von Christa,
I...GroRe von Leo; k<c, k>I

141 x ... Anzahl der gefahrenen Kilometer;
(99 + 0,04 x) +20 < 0,08x

142 X0O00O

143 a) nicht aquivalent, da sie unterschiedliche
Losungsmengen besitzen ((1%; 00) und (4; o))

b) aquivalent, da sie die gleiche Lésungsmenge besit-
zen ((—oo; —4))

c) nicht aquivalent, da sie unterschiedliche Losungs-
mengen besitzen ((—oo; 14] und (—o0; 14))

d) aquivalent, da sie die gleiche Losungsmenge besit-
zen ([ £ 00))

144 a) z.B.ist x = —5 eine Losung von der zweiten
Gleichung (=5 < 3), aber nicht von der ersten Gleichung
((=5)2 < 9 ist falsch). Daher sind die Ungleichungen
nicht aquivalent.

b) z.B.istx = —4 eine Losung von der ersten Gleichung
((—4)2 — (—4) > 0), aber nicht von der zweiten Gleichung
(=4 — 1 > O ist falsch). Daher sind die Ungleichungen
nicht aquivalent.

145 a) L={xeR|x<6}=(—0c0;6)
b) L={xeR|x>-2L}=(-1 )
c) L={xeR|x<2}=(—00;2]
d) L={xeR|x>15}=[15;00)

146 a) L={xeR|x>-3}=[-3;00)
b) L={xeR|x<5}=(—00;5]

c) L={xeR|x>—-18} =(—18;0)
@ L={xcR|x<$}= (o0 4]

147 A B0 ®

148 Fur ein Datenvolumen kleiner als 2,4 Gigabite ist
Tarif A der glinstigere.

149 1) Nach 4 Jahren sind die Straucher vom Typ B
groer (50 + 10x < 30 + 15x).

2) Der Strauchtyp B erreicht schneller die Héhe von
1,6m.

150 Isabell legt in t Stunden nach ihrer Abfahrt einen
Weg von 12t Kilometer zurlick, Joachim nach der selben
Zeit einen Weg von 30t — 6 Kilometer.

Da er 12min = 0,2 h spater gestartet ist, mussen von
seinem Weg 30 - 0,2 = 6 Kilometer abgezogen werden.
Joachim hat seine Schwester nach einer drittel Stunde
Uberholt.

151 a) 1<m<93 b) d<59

c) 2<y<2 d) 68<c e) 25<f<35
f) 901<e<903 g 128<a<132

h) 4106,6 <q<4111,4

152 4929 <A<5071,5; 147,3<c<149,5

153 1) 10,433 <v < 10,444,

Es ergibt sich eine Unsicherheit von 0,0055m/s.

2) Es ergibt sich eine Unsicherheit von 0,001 s.
Hinweis: Die Geschwindigkeit v kann als fix angenommen
werden.

154 Im Buch ausgeflhrt.
155 Im Buch ausgeflhrt.
156

157 a)

3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7

5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

158 a) L={xeR|x< 11} =(—o0;11]

L Iy | |
T T T ™

L L L L L L L L
T T T T T T T T
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

b) L={xeR|x>—6}=(—6;0)

<! 1 1 1 & Il Il Il L L
“«r T T g T T T T T

L L L
T T T T
-10-9 8 76 5-4-3-2-101 2 3

11



c) L={xeR|x>5}=(500)

1
T
6 5 -4-3-2-10

<l 1 1 1 1 1
T T T T T T

™»

bl ]
T T
-6 5-4-3-2-101 2 3 4 5 6 7

159 (B) (©) @) (A)

160 a) ﬂ_={XER|%§x<9}=[%;9)

161 XONXOO

162 a) L={xcR|x<—7}=(—00;—7]

el 5 ¢ | | | | | |
i T T T T T T T

1
T T
9 8 -7 6 -5 -4 3 -2 -1 0

b) L={3}

>

< 1 1 1
il T T T T

s !
* T
-1 6] 1 2 3 4 5

ol

1 1 1 1 Il 1 &
T T T T T T T
’

L
T
4-12 -1 -08-06 -04-02 0 0,2 0,

L L
T ™

<

d L=¢

163 Die beiden Gleichungen unterscheiden sich durch
das Relationszeichen: In der ersten Gleichung > und in
der zweiten Gleichung >. Daher ist in der ersten Grafik die

Gerade strichliert — sie gehort nicht zur Lésungsmenge.

In der zweiten Grafik ist die Gerade durchgehend — sie
gehort zur Losungsmenge.

164 a) b)

L

12

c)

165

166 a) r<—4 b) r>7 ¢) r>10 d) r<3

167 1) x>-1; 3x—4y<6

2)
A
2 ;
7
7
i 9F -7
,/
: 1>
2 1O 172 3 a4
-1 4,7
Pl
-3 +

169 Im Buch ausgefiihrt.

170 Im Buch ausgefihrt.



171 1) 1. Ungleichung: L={xe R |x<1—a};

2. Ungleichung:

1. Fall: fira>OistL={xe R|x < 1},

2. Fall: fira=0istL=g,

3. Fall: fira<OistL={xe R|x> 1}

2) Beider ersten Ungleichung muss beim Losen nur die
Aquivalenzumformung — a durchgefiihrt werden. Bei der
zweiten Ungleichung muss durch a dividiert werden. Weil
man nicht wei, ob a positiv oder negativ ist, missen
beide Falle berlicksichtigt werden. In einem Fall muss
also das Relationszeichen umgedreht werden.

172 OX XX O

173 a) LFAall:firb< ¢istL={xeR|x< ;2%;},
2. Fall: firb= 2 ist L=R,

3. Fall: firb > ¢ istL={xe R |x> %}

b) 1.Fall: firb>OistL={xe R |x> 18},

2. Fall: farb=0ist L=,

3. Fall: firb < OistL={x € R |x < 18}

c) 1.Fall:firb<3istl={xeR|x< z45;},

2. Fall: firb = 3 ist L= R,

3. Fall: furb > 3 istL={xe R |x > 524~

d) 1.Fall: firb> -3istL={xeR|x> -3},
2. Fall: firb=-3istL=R,

3. Fall: firb < —3istL={x e R |x < —52;}

e) LFall:firb>0istL={xeR|x> 33},

2. Fall: firb=0ist L=,

3. Fall: firb < OistL={xe R|x< 53

f) 1.Fall: furb< ListL={xeR|x< 525;},

2. Fall: fir b = % ist L =R,

3. Fall: firb > L istL={xe R |x> 525

4b
174 (A) () O ®

175 a) L={xeR|x>9 VvV x< 1}
b) L={xeR|-4<x<4}

c) L={xeR|x>3 Vv x< -5}

d L={xeR|-6<x<-2}

176 OOQOXX O

177 1. Gleichung: 1. Schritt: Wie in der ersten Gra-
fik gezeigt, liegt der Wert des Betrages zwischen —a
und a, daher im dargestellten Fall zwischen —2 und 2;
2. Schritt: Mit der Aquivalenzumformung — 5, die auf
der linken und rechten Seite und in der Mitte angewen-
det wird, kann die Ungleichungskette vereinfacht werden;
3. Schritt: Man erhalt die Losung —7 < x < —3;

2. Gleichung: 1. Schritt: Wie in der zweiten Grafik
gezeigt, liegt der Wert des Betrages unterhalb von —a
und oberhalb von a, daher im dargestellten Fall unter-
halb von —5 und oberhalb von 5; 2. Schritt: Auf bei-
den Seiten wird die Aquivalenzumformung — 1 durchge-
filhrt; 3. Schritt: Auf beiden Seiten wird die Aquivalenz-
umformung : 4 durchgefihrt; 4. Schritt: Man erhalt die
Lésung x < -1,5und x > 1

178 a) L={xeR|-17 <x< 41}
b) L={xeR|x< -2V x>6}

¢c) L={xeR|x>2vVvx<-%}
d L={xeR|-LQ<x<§}

179 a) 1) L=R\[2;6]
2) L={xeR|2<x<6}
b) 1) L=R\(0;2)

2) L={xeR|0<x<2}

180 a) L={xcR|x<1V x>9}

0 2 4 6 8 10

b) L={xeR|—-4<x<4}

12 8 4 9 4 8 12 16

d) L={xeR|-6<x<-2}

13



181 Im Buch ausgefuhrt.

182 Im Buch ausgefihrt.

183 a) L={xeR|
1<x<2}=(1;2)

: B

b) L={xcR|

. X
4 5 7'51 0 4 12
I 20
21 0472 3 4 5 _30
c) L={xeR| d) L={xeR|
X< —6Vx>1}= x<—3vx>0}=
(—o0; —6) U (1; o0) —3]U[0; )
\ y X
% -4 0 "
—4
184 a) L={xcR|x<-5V x>-2}=
= (—00; =5) U (—2; o0)
b) L={xeR|-4<x<1}=[-4;1]
c) L={xeR|-9<x<-7}=(=9;-7)

d) L={xeR|x<-9Vx>-7}=

= (—00; =9 U [~7; 00)

e) L={xeR|x<-5Vx>-3}=

= (—00; =3) U (=3; 00)

f) L={xeR|-7<x<-2}=[-7;-2]

g L={xeR|-6<x<7}=(-6;7)

h) L={xeR|x<5 V x> 7}=(—00;5)U(7;00)

185 a) 1) L={xeR|-2<x<1}=[-2;1]

2) L={xeR|x< -2V x>1}=(—00; —2)U(1;00)
b) 1) L={xeR|x<-8V x>0}=

= (—00; —8] U [0; 00)

2) L={xeR|x< -8V x>0}=(—o0c0; —8)U(0; c0)

186 a) L={xeR| b) L={xeR|
X< —=5Vx>-2}= x<—-bVx>1}=
(—00; =5) U (=2 00) (—00; =5) U (1;00)
\ o /
4__
2__

14

c) L={xeR] d L={xeR|
x<—-15 VvV x>0} = X< -5V x>4}=
(—o0; —15] U [0; o0) (—o00; =5) U (4; 00)

187 a) L={xeR| b) L={xeR|
X< =25V x>2}= x> -1} =[-1;00)
(—00;-2,5) U (2; 00) 20
304 10T/
204 B e et
do -4 3= 12 3 4
-20
4-3-2-1 01 2 3 4
c) L={xeR| d L={xeR|
x< -2V x>6}= —2<x<1Vx>4}=
(—00; —2] U [6; 00) (=2;1) U (4; 00)

y
40

20

188 1. Ldsungsvariante: Grafische Darstellung der bei-
den Funktionen, deren Funktionsterm durch T, (x) und
Tr(x) gegeben ist; Bestimmen der Schnittpunkte der
Funktionsgraphen; Ablesen, fir welche x € R gilt, dass
TL(x) < Tr(X)
2. Lésungsvariante: Zusammenfassen von T, und Tg
TLX) < Tr(x) | = Tr(X)

T x)—Tr(x) < O
Grafische Darstellung jener Funktion, deren Funktions-
term durch T (x) — Tr(x) gegeben ist; Bestimmen der
Nullstellen des Funktionsgraphen; Ablesen, fur welche
x € R der Funktionswert negativ ist
Fazit: Die 1. Variante ist anschaulicher, da die grafi-
sche Darstellung sofort mit der Angabe in Beziehung
gesetzt werden kann. Durch die isolierte Betrachtung der
beiden Seiten werden jedoch mogliche Synergieeffekte
Ubersehen, wie das folgende Beispiel zeigt:

B +2x2+3x<x3+2x2+x+4 | —x®—2x2 —x
2x<4 |:2
x<2

AuBerdem ist die 1. Lésungsvariante ohne den Einsatz
entsprechender Technologie in der Regel aufwendiger.



189 a)

L={xeR|-1<x<3}=[-1;3]

b) L={xeR|x<-3Vvx>%}=

- (~o0i=4) U §:00)

2

R A ) D

<

190 1) Die Firma erzielt Gewinn bei zwischen 40 und
100 Stuck: 40 < x < 100

2) Die LOosung ist genau gleich wie in 1).

3) G=E—-K

191 Im Buch ausgeflhrt.
192 Im Buch ausgeflhrt.
193 Im Buch ausgefiihrt.

194 a) L={xeR|-5<x<2}=(-52)
b) L={xeR|1<x<4}=(1;4)

c) |].={xe[R|x§—%Vx25}=

= (~eoi =53] U[5500)

d L={xeR|x<1Vx>3}=

= (—oo;l) U (3;00)

195 a) L={xeR|-3<x<i}=(-3;

N

)

b) L={xeR|x<3vVvx>2}=
= (—00 ) U (2500)

) L={xeR|x< vx>21}=
= (=00 12) U (¥ 00)

d L={xeR|x>2L}=(L;x)

196 a) L={xeR|x<3Vx>4}=

= (—00;3) U (4; 00)

b) L={xeR|-3<x<0}=(-3;0)

) L={xeR|Z <x<5}=(2;5)

d L={xeR|x<-§vx>-§}=

= (—e0i=8]U (~§ioo)

e) L={xeR|2<x<3}=(2;3)

0 L={xeR|-3 <x<-3}=[-3i-}
197 Im Buch ausgeflhrt.

198 Im Buch ausgeflhrt.

199 a) L={xeR|x<-2V x>3}=

= (—00; —2]U[3; 00)

b) L={xeR|x<—0,67 V x>4}=
= (—00; —0,67) U (4; c0)

jo)

B]a~ o0 4N =2 Q=
Furkion N flg 1 @
Qo f(x):3><2710><785 A v
-6 -4 -2 10 2 6 8 10 12
Punkt
@  A=(0670)
@ B=(40
-6
+
-8
-10
12 ®
4 [-%
= -16 O\

15



c) L={xeR|-2<x<0}=(-2;0)

GeoGebra Classic

(N IEZE S O S JP AN o0 Q=

Funktion =N \’ ECS
@ fp=s52110x A l
B -1 0 1 2
Punkt
© A=(20 i
© B=(00
2
+ | Eingabe..
-3
™ ©
Q
-5
s Q

R]a 00 &N =2 S
Funktion = f @&

Q@ f)=x-3x-4

Punkt
. B
O A=(10 Ll | e " 7 2 3 5 6
O B=@40
+ | Eingabe

®
e s

Q
-6

Q

200 a) L={xeR|x<1Vx>4}=
= (—00;1) U (4;00)

GeoGebra Classic

(>~ P00 4 N =

f
&
)

'
Funktion = o 1 EC
:
24 !
QO - —x-2 of
Liste
2
@ L-fy=-lx=1
A
Punkt 5 4 &2 0 e —t 5
© A=@0 i 2
+ | Eingabe
o
H
-6 E ©
: aQ
=
Q

16

b) L={xeR|x<1}=(—00;1)

GeoGebra Classic

Rla L0 LN 2

Funktion = EC
[5) 2% +x+1 ; a
=% 2
Punkt i
O aA=@0 : 2
+ | Eingabe A
f 32 o 2 4 8
-2
©
-
Y
-6 Q

c) L={xeR|-10<x< -3 V x>4,33} =

=(—10; —-3) U (4,33, c0)

GeoG

Gla L P>OoO LN = e 50 Q =
Funktion =N \ ECS
R 20
143 A
® f0) =S50 4 25 20 5 40 5 ot L0
Liste =20

O Li={y=3-3x=-10"

Punkt
© A=(30 : “,—"/
O B=(433,0) i =i il

+ | Eingabe SRS

d L={xeR|-1<x<1lVx>2}=

=(-1L1)U(200)

DRGNS

-60

80

100

~120

140

160

ol

Funktion =) a @&
@ _ 2 +5 -
) =73
Lists ' 2 gl
A B
O L=ty=x-4x=-1} T 7 o — o
Py =
Punkt 7
it
O a=-(0 o
S
— —"’ H
O B-(20 L =
Eingabe. s
o -10
: ®
12 Q
...... s Q




(8] el 3 B

Unglaichung

@ a:2x-y=6

€ C

l:i]‘\:/o

GeoGebra Classic

€€ ¢

=

k)AL 00 &N =2 Sc Q

Ungleichung Y =

@ o 4xt5y>-3° ]

+  Eingabe.

o (o

4

22 a9 OO@AMBMDM »m OB M@K

203 Multipliziert man beide Seiten einer Ungleichung
mit einem Wert a < O oder dividiert man durch a < O, so
wird das Relationszeichen umgedreht.

204 a) XOXNXNX
b O0OXXNX
¢ XOXOO

206 a) DABE »» ADME

-7 6 5 -4 -3 -2-10 1 2 3 4 5

207 XOOOOO

208 Jede Ungleichungskette ist ein besonderes
Ungleichungssystem, z. B.:

Ungleichungskette | aquivalentes Ungleichungssystem
—2<x<1 x>-2 AN x<1
—4<x< 4 x>-4 N x<4
a<b<c a<b AN b<c

209 2x+y<1; x—y>1

210 1) Die Ungleichung bedeutet, dass der Erlos gro-
Ber ist als die Kosten. Fur alle Stickzahlen x, die die
Ungleichung erflllen, wird daher ein Gewinn gemacht.
2) x> 19%0;

Ab 77 Stick kann ein Gewinn erwartet werden.

17



211 Vmin = 50, Vmax = 80, t= %;
Die minimale Druchfahrtszeit ergibt sich bei der hochsten
Geschwindigkeit; die maximale Durchfahrtszeit bei der

kleinsten Geschwindigkeit;

00
[¢¥]

tmin = S = 8.3 t =
min Vinax 80’ max

s _83
Vmin 50

212 1) Negative Zeiten sind hier nicht sinnvoll.

2) Johannes ist friher losgestartet und Christina
fahrt mit einer hoheren Durchschnittsgeschwindigkeit
(22 km/h).

3) t>12°

Nach etwas mehr als 2 Stunden hat Christina Johan-
nes uberholt und ist ab diesem Zeitpunkt weiter weg als
Johannes.

213 Die Fallunterscheidung ist notwendig, da a € R ist
und man daher nicht wissen kann, ob a positiv, null oder
negativ ist. Bei einer Division durch eine negative Zahl
muss das Relationszeichen umgedreht werden.

Im ersten Fall wird a als positiv angenommen und man
erhalt nach der Division die Losung x > g, im zweiten
Fall wird a = 0 angenommen. Da O nicht groRer als 7
ist, gibt es hier keine Losung. Im dritten Fall wird a < O
angenommen und man erhalt die Losung x < g

214 7.B. x = —5 ist eine Lésung von der ersten Glei-
chung ((—5)2 > 16), aber nicht von der zweiten Gleichung
(=5 >4fA).

215 a)
3(-2)<4-3=-6<1,
Das angegebene
Zahlenpaar ist eine
Losung der Ungleichung,
da die Aussage richtig ist.

b) 2>-3.(-2)+1

= 2> 2,5;

Das angegebene
Zahlenpaar ist keine
Lésung der Ungleichung,
da die Aussage falsch ist.

N
N

N
o N2
(-22) ™

N

1 1 1 1 \ 1 1 I)L

LI N — o~ ™

-4 -3-2-1 1 23 4

N
2 SN

N

216 Die Aussage ist falsch, da die Ungleichung aquiva-
lent zu y < 3x — 5 ist und ein Punkt, der die Ungleichung
erfullt, unterhalb der Geraden liegen musste.

217 1) A < B bedeutet, dass A links von B auf der
Zahlengeraden liegt. Eine Addition von C > O entspricht
einer Verschiebung auf der Zahlengeraden C Einheiten
nach rechts. Da A und B gleich weit verschoben werden,
bleibt die Relation erhalten: A+ C< B+ C

18

2) Subtraktion von C > O (Verschiebung nach links):

<! 1 IA 1 1 1 B| 1 1 1l o
~ T L4 T T T T T T L
() I
| |
| |
e
| | | |
I 0y I
(N (N
C C
3) zB.Cc=2
< 1 IA 1 1 1 BI 1 1 I »
i T T T T T || T T =
o '
|
<! 1 24 : 1 1 1 I| 1 1 QBIL
~ T I| | T T T T T T T
S S —
Laoad

Die Multiplikation mit C > O bewirkt, dass der Abstand
vom Nullpunkt um den Faktor C vergroRert (C > 1)
bzw. verkleinert (0 < C < 1) wird. Fir C < 0 kommt
zu dieser Streckung auch noch eine Spiegelung am Null-
punkt hinzu. Die Relation kehrt sich um.

218 Fur jede Zeit t, die die Ungleichung erflillt, ist der
Zufluss groRer als der Abfluss.

219 XX 0O ONX

220 Die Kosten sind kleiner als der Erlés. Wenn mehr
als 500 Autoreifen produziert werden, macht das Unter-
nehmen Gewinn.

221 XOOOX
222 (¢) (B) @ W)

223 —x<5

224

225 a € (—o0;4)

226

227 s< —3; keinx € N, das die Ungleichung erfiillt

228 OXNXOO



229 a) furO<n<2,alson=0,1 oder 2:
n=0:(1+al=1>1+0-a v

n=1(1l+atl=1+a>1+1-a v
_ . 2 _ 2 .
n=2:(1+a) —1+2a+\a/21+2 a v

>0

Die Bernoulli'sche Ungleichung gilt daher fir 0 < n < 2.
n=3:(1+a)®>1+3a< 1+3a+3a%+a°>>1+3a
o 3a2+a% >0 a2(3+a)>0

Die Ungleichung ist erfullt fur @ > —3 und dies ist laut
Voraussetzung gegeben, daher stimmt die Ungleichung
auch fur n = 3.

b) Da(n+1)2=p2+2n+1>1ist,ist
>0

damit — (+1) > -1 (1*m)n=(1*ﬁ)n?

Nun kann die Bernoulli'sche Ungleichung mita = —

(n+11)2 < 1und

1
(n+1)2
angewendet werden:

>1+n- =1-n- 52

(1_ (n+1) ) ( (n+11)2) n2+2n+1

¢) Aus der Ungleichung aus b) folgt (1— —2—)" >

n2+2n+1
1 _a__ & _q_ 1 1
n2+2n+1 =1 n2+;n+1 =1 n+2+% > 1 n+2
n N———

<z

. id1)

ne\n @ 4 yn_q_ 1
Weiters (7557)" = (1= ma2arr) = (L—aae) 2

S R _1 @ paq
n n2+2n+1> n+2 n+2

d) 1. Schritt: Multiplizieren mit (2+3)" >
s . . . 2
2. Schritt: linke Seite: (”HQI )" (oL )
— (n»(n+2)-1n+1))n — ( n )n
(n+1)2-(n+2) n+1/
rechte Seite: X xN=x1.x"=x+1;

. n+1 +
3. Schritt: (n+1)n > (Zié)m |-(n+1)" - (n+2)"*1

NN+ 2" s (n+ )L (n+ )7 a0 ()t
(n+2)mt (n+1)"
(n+1)n+1 nn
2\n+1 1\n
(R2)"" > ("52)

>1-—n-

Bernoulli

Bemoulli

(n e N);

PP - 2\n+1 (h+1)+1 n+1
4. Schritt: linke Seite: (2+2)"*% = ({04111
=(1+-4

)”+1, rechte Seite: (2+1)" = (1+1)"

n+1

230 a) L={xcR|35-5V29 <x< 35+5V29} =
=[35 - 5v29;35+5V29]

Wenn zwischen 9 und 61 Stlick produziert werden, ist der
Erlés hoher als die Kosten, d. h. die Firma macht Gewinn.

4Geldmenge (in 1000 €)
250
200
E
150 f
100
50 |
1 1 1 1 1 1 : | | Menge
T

T T T T T
010 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

b) G(x) >0 & E(x) — K(x) > 0 & E(x) > K(x)

4Geldmenge (in 1000 €)
G

100

50 +
Menge

/LO 20 30 40 50 60 7O 80 90 100 110

-50

-100 +

€) Gx)>0&x?—70x+500<0 &
+(5v29—35))- (x — (35+5v29)) < 0 &
~-8,1 ~ 61,9
& (x—8,1)-(x—61,9) < 0;
L={xeR|81<x<619}=

(8,1,61,9)

Thema: Lineare Optimierung

T1 Prozentanteil Eiweif3: e =21,6 +0,8x+y
Prozentanteil Kohlenhydrate: k = 151,2
Prozentanteil Fett: f=7,2+0,2x+2,1y

T2 Gesamt-Kalorien flir einen Toast laut Rezept:
180+x+ 3,1y

1. Bedingung: mindestens 10 % der Gesamtkalorien aus
EiweiB-Anteil: (180+x+3,1y)-0,1 < 21,6+0,8x+y &
< 0,7x+0,69y > —3,6

2. Bedingung: héchstens 22 % der Gesamtkalorien aus
Eiweif-Anteil: (180+x+3,1y)-0,22 > 21,6+0,8x+y &
& 0,58x+0,318y < 18

Ebenso kdnnen die Kohlenhydrat- und die Fett-Bedingun-
gen gefunden werden: 0,5x+ 1,55y < 61,2;

0,6x+ 1,86y >43,2; 1,48y > 28,8;

0,15x— 1,015y > —55,8;

T3 Gesattigte Fettsauren im Toast-Rezept (in mg):
F=936+50x+ 180y

19



3. Reelle Funktionen b) fx)=2-

231 Im Buch ausgefiihrt.

232 Im Buch fuhrt.
m Buch ausgeflhr x 22110 5
233 XXOOOX fix)|-3| 0 |1]|0|-3
234 a) b) d) fx)=x2—-2
x [-3|-2]-1]0|1|2]|3 x |-3|-2|-1]0| 1 ]2| 3 x |-2|-1/0 1|2
fixy| 1210 8 [6]4|2]0| |fix|5,5/31,5/1|1,5/3(5,5 f)| 2 [-1|-2]-1]2
120 4
104 236 a) f(lx)=4x
y
8 + 12 _A_
6 sl
4+ ol
f
2__ 1 1 1 1 1 I;X
——t N 3 2 1 12 3
3 2 100 4 o Zn L
f
c) d) BT
x| -3]-2[-1]0/1|2 3 x|-3/-2/-1]0]1|2]3 T2
fix)|-15|-10|-5/0|5|10{15| |fx)|-0,6/-0,4|-0,2/0(0,2|0,4|0,6 br= ] Wi =R
e e :3 :22
T 1+ -1 > -4
10 0 >0
4 1 1 > 4
1 f 0,5 b > >3
X 1 1 1 1 1 I;X 3 12
3 2 - 12 3 = 2 123 c) f)=x—1
1 05T I
-10 4 2+
1 -1+
e) f)
x |-3]-2|-1/0[1|2] 3 x |-3|-2|-1]/0/1]2]3
fo| 1 3|3(0l3]5]t
X
1 2 3

235 a) fix)=x
X |[-2|-1|/0]|1|2
fix)|-2|-1(0[1|2

20

Vs

N+

w -+

-

o\ =

I OorN

vvyv




237 a) y=x+1 b) y=-2x

x |-2|-1|0(1|2|3 X |-4|-3|-2|-1]0
fix)|[-1/0[1|2[3]|4 fixy | 8| 64210

8_“_)/

6__

f 4T

2 1
1 1 1 1 NI I;X
S A N

238 Wertetabelle: \Vorteile: hohe Relevanz, da Werte
aus der Realitat haufig in Form einer Wertetabelle gege-
ben sind; erleichtert das Zeichnen des Funktionsgra-
phen bzw. bereitet es vor;

Nachteile: Eigenschaften der Funktionen sind nicht unmit-
telbar ablesbar; nur einige Wertepaare (x|f(x)) werden
dargestellt

Funktionsgraph: Vorteile: Eigenschaften der Funktion
sind auf einen Blick erkennbar;

Nachteile: in der Regel wird nur ein Ausschnitt der Funk-
tion dargestellt; Wertepaare (x|f(x)) kdnnen oft nur nahe-
rungsweise ermittelt werden;

Funktionsterm: Vorteile: Wertepaare (x|f(x)) kdnnen fur
beliebige Argumente und Funktionswerte exakt bestimmt
werden; Wechsel in andere Darstellungsformen gelingt
leicht;

Nachteile: Eigenschaften der Funktion sind oft nicht
sofort ersichtlich;

Pfeildiagramm: Vorteile: ,Mehrfachzuweisungen® sind
sofort erkennbar;

Nachteile: Eigenschaften der Funktionen sind nicht unmit-
telbar ablesbar; nur einige Wertepaare (x|f(x)) werden
dargestellt

239 a) 1) x1=-1; x=3;

N1 =(=1|0); N> =(3]0)

2) F1=(-2[-2); F2=(1,5|15)

b) 1) x1=-1; x2=4; Np=(-1|0); Nz=(4[0)
2) F1=(-2]-2); F2=(1|1); F3=(2|2)

€) 1) x1=-3; x2=0; Ny=(-3|0); No=(0|0)
2) Fp1=(-1]-1); F2=(0|0); F3=(1]|1)

d) 1) x1=-5; x0=0; x3=2;

N1 =(-5[0); N2 =(0]0); Nz=(2|0)

2) F1=(-2[-2); Fp=(-1]-1); F3=(0]0)

240 a) 1) x=3 2) F=(2]2)

b) 1) x=2 2) Fi=(1|1); F2=(4]|4)

c) 1) x=-4

2) F1x=(—6,6/]—6,6); Fo=x(—2,4|-2,4)

d) 1) x1=0; x0=2 2) F1=(0|0); F=(3|3)
e) 1) x1~24; xo~-34

2) F1=(-4[-4); F2=(2|2)

f) 1) x4 =3; xp=4 2) Kkeine Fixpunkte

g 1) x=0 2) F=(0[0); F2=(1]1)

h) 1) x=0

2) Fy=(=1]-1); F2=(0]0); F3=(1]|1)

241 XO0OOX

242 Die Produktionsmenge sollte im Bereich von 20
bis 120 Stuck liegen.

243 Der Ball ist 5s lang in der Luft.
244 Im Buch ausgefuhrt.
245 Im Buch ausgefuhrt.

246 Die Funktion f ordnet der Lange des zurlickgeleg-
ten Weges die aktuelle Hohe zu:

f:[0;8] — R*, Weg (in km) — Hohe (in m)

Xmin ~ 1,4; f(1,4) ~ 1550; Die tiefste Stelle

(~ 1550 m) wird nach ca. 1,4 km erreicht.

Xmax =~ 3,8; f(3,8) ~ 1680; Die hoéchste Stelle
(~ 1680 m) wird nach ca. 3,8 km erreicht.

21



247 In 0 < x < 1,1 ist f monoton fallend; die ersten
1,1 km geht es bergab oder es ist eben.

In 1,1 < x < 1,3 ist f streng monoton wachsend; von
Kilometer 1,1 bis Kilometer 1,3 geht es bergauf.

In 1,3 < x < 1,4 ist f streng monoton fallend; von Kilo-
meter 1,3 bis Kilometer 1,4 geht es bergab.

In 1,4 < x < 3,8 ist f streng monoton wachsend; von
Kilometer 1,4 bis Kilometer 3,8 geht es bergauf.

In 3,8 < x < 5,1 ist f monoton fallend; von Kilometer
3,8 bis Kilometer 5,1 geht es bergab oder ist eben.

In 5,1 < x < 5,4 ist f streng monoton wachsend; von
Kilometer 5,1 bis Kilometer 5,4 geht es bergauf.

In 5,4 < x < 6,5 ist f streng monoton fallend; von Kilo-
meter 5,4 bis Kilometer 6,5 geht es bergab.

In 6,5 < x < 6,9 ist f streng monoton wachsend; von
Kilometer 6,5 bis Kilometer 6,9 geht es bergauf.

In 6,9 < x < 7,1 ist f streng monoton fallend; von Kilo-
meter 6,9 bis Kilometer 7,1 geht es bergab.

In 7,1 < x < 7,6 ist f streng monoton wachsend; von
Kilometer 7,1 bis Kilometer 7,6 geht es bergauf.

In 7,6 < x < 8 ist f streng monoton fallend; ab Kilometer
7,6 verlauft der Weg bergab.

248 a)
wachsend;
in b < x < ¢ ist die Funktion monoton wachsend;

in ¢ < x < d ist die Funktion streng monoton fallend

b) Ina < x < b ist die Funktion streng monoton fallend;
in b < x < d ist die Funktion monoton fallend

c) Ina < x < bist die Funktion streng monoton fallend;
in b < x < c ist die Funktion zuerst streng monoton
fallend und dann streng monoton steigend;

in ¢ < x < d ist die Funktion streng monoton fallend;

d) Ina < x < cist die Funktion monoton wachsend;

in ¢ < x < d ist die Funktion streng monoton fallend;

In a < x < b ist die Funktion streng monoton

249 a) 1) Xmin=-2;, Xmax=4

2) streng monoton wachsend

b) 1) Xmin=-3; Xmax = 0

2) in —3 < x < 0 streng monoton wachsend;
in 0 < x < 3 streng monoton fallend

c) 1) Xmin=-2;

Xmax = 1;

Xmin = 3;

Xmin =55 Xmin = 9;
Xmax = —3; Xmax = 8

2) in —3 < x < —2 streng monoton fallend;
in —2 < x < 1 streng monoton wachsend;

in 1 < x < 5 streng monoton fallend;

in 5 < x < 8 streng monoton wachsend;

in 8 < x < 9 streng monoton fallend

d) 1) Xmin=0; Xmax = 3

Xmin =4, Xmax = —2;

22

2) in —2 < x < 0O streng monoton fallend;
in 0 < x < 3 streng monoton wachsend;
in 3 < x < 4 streng monoton fallend

250 a) globales
Minimum: Xmin = 2;
f(2) = -1;

—o0 < x < 2 streng
monoton fallend;

2 < x < oo streng

monoton wachsend
y

c) globales Minimum:
Xmin = —1; f(—=1)= -4,
—o00 < x < —1 streng
monoton fallend;

—1 < x < oo streng
monoton wachsend

At

X
>

I
T
2

b) keine Extremstellen;

streng monoton fallend

red
4 —+

v

d) keine Extremstellen;
streng monoton

wachsend

A
1 -

—t

2 10
1

-2 —
-3

1




e) keine Extrem-  f) lokales Maximum: 251 a) z.B b) z.B
stellen; streng Xmax ~ 0,4; f(0,4)~ 0,3; 3 _A_y 3 _A_y
monoton fallend lokales Minimum: Xmin = 1;
? (1) = 0; 2T . 2T
I globales Minimum: Xmin ~ —1,4; T . T .
[ fases ERRRI X B
—o0 < x < —1,4 streng monoton -1
i fallend; P
N —1,4 < x < 0,4 streng monoton 3+
_i_g' wachsend;
m\ f 0,4 < x < 1 streng monoton c) zB d zB.:
24 fallend; 4 4
-3+ 1 < X < oo streng monoton
4t wachsend X
51 f -8-7-6-5-4-3-2-
\ Y / -2
| | | | | | | k)(
AR S S S
vl 252 XXX O X
5| 253 XOX OO
4T 254 Im Buch ausgefiihrt.
-5 4+

g) globales Maximum:

Xmax = —1; f(—=1)=1;
globales Minimum:
Xmin =1; f(1)=-1;

—o0 < x < —1 streng
monoton wachsend;
—1 < x <1 streng
monoton fallend;

1 < Xx < oo streng

monoton wachsend
y
A

2+
f +

h) globales Maximum:

Xmax = 1; f(1) =4,
globales Minimum:
Xmin = —1; f(—1) = —4;

—o0 < x < —1 streng
monoton fallend;

—1 < x <1 streng
monoton wachsend;
1 < x < oo streng
monoton fallend

255 Im Buch ausgefiihrt.

256 a) gerade: f(—x) =
=3 (-7 —4-(x*=
=3x2 —4x* =f(x)

V.

N+

c¢) ungerade: f(—x) =
=—~(-x2+5-(—x) =
x3—5x=—(—x>+5x) =
= —f(x)

b) ungerade: f(—x) =
=S ()= —xe
= (% +x) = —f(x)

red
2 .

Vs

2+

d) gerade: f(—x) =
= G —(xt=

=€ _x*=fx)

23



e) gerade: f(—x) =
— —A+(=x)? _ —4+x2 _
(—x? X2

=flx)

257 a) 1)
symmetrisch zur Gerade
x=4

2) weder gerade noch
ungerade, da f(—x) # f(x)
und f(—x) # —f(x)

b) 1) symmetrisch zur
Gerade x = —1

2) weder gerade noch
ungerade, da f(—x) # f(x
und f(—x) # —f(x

c) 1) symmetrisch
zum Punkt (0]1)

2) weder gerade noch
ungerade, da f(—x) # f(x
und f(—x) # —f(x

d) 1) symmetrisch
zum Punkt (—1|0)

2) weder gerade noch
ungerade, da f(—x) # f(x)
und f(—x) # —f(x)

258 a) periodischmitp=4 b)

f) ungerade' f(—x) =

- _2 _
- (—x)3 - T 33 _f(X)
Ay
1+
L f
1 1 X
T T ™
1 2 3
e |
6 T+ |
l
4 l
5 l
|
4T I
f l
3 —+
l
4 1
2 l
l
1+ I
1 1 1 : 1 1 ;X
0 T T T T T L
1 2 3 4 5 6
y

Vs

|
5

|
w

|

SR
(@)

e
o

periodisch mitp=5

c) periodisch mitp ~ 6,2 d) periodisch mitp=2

e) periodisch mit p = 4

24

259 Die Periode kann hier nicht anhand der Nullstellen
bestimmt werden, da die Monotonie an den Nullstellen
abwechselnd fallend oder wachsend ist. Die Werte sind
daher kurz nach den Nullstellen einmal gréfer und einmal
kleiner als null. Fur die Periode wlrde dann der falsche
Wert p = 1 herauskommen.

260 a) 1) symmetrisch zur y-Achse; gerade
2) nicht periodisch
b) 1) symmetrisch zum Ursprung; ungerade

2) nicht periodisch

c¢) 1) symmetrisch zu den Geradeny = -3,y = —1,
y=1,...; weder gerade noch ungerade

2) periodisch mitp =4

d) 1) symmetrisch zu den Geradeny =-1,5;y =-0,5;
y=0,5;...; weder gerade noch ungerade

2) periodisch mitp=2

261 X XOONX

262 Das EKG ist nur annahernd periodisch. Schaut
man es genauer an, so erkennt man kleine Abweichungen
z.B. in der Hohe der Ausschlage.

263 Nur die Funktion f(x) = O ist symmetrisch zur
x-Achse. Eine weitere solche Funktion kann es nicht
geben, da es dann zu jedem x-Wert zwei y-Werte geben
musste und das ware keine Funktion mehr.

264 a) b)
red red
5+ 2
—r 14
3t ——t ——
3 =219 1 2 3
24 a4
1__ Lo
f
——t —— 3T
0
3 2 1 2 3
214 44
d) z.B
| Ay
l 5+
I
I 4+
I
I
I 3T
I
f f ! 2
I
| 4
. 1
1 1 I;X 1 1 I 1 1 I;X
T T ™ T T T T |O ™
2 3 4 5 48 20 1
| -1 +
1




c) bijektiv fir D = R d) bijektiv fur

5 % D¢ = (—o0; —%] oder fir
Dy = [~F; 00)
2 -+
f
1 -+
1 1 ;X 1 1 1 1 1 1 ;X
_'3_'2_'1,1 N2 3 3249 1 2 3
/// 72 P 72 —
AL -3+ -3+
265 Im Buch ausgefihrt. — s
3 =219 1 2 3
266 Im Buch ausgefuhrt. o L
e) bijektiv fur Df = R* f) Dbijektiv fur
267 1) ca.l1,4km 2) ca.2,2km oder 7,1km oder fur Dr = R~ Df = [—4; c0)
3) ca.3,7km 4_“_y 4_“_y
268 Nein, mehrere Werte x sind einem Wert y zuorden- 37 5T
. . . . L . 2 - /
bar; die Funktion ist nicht injektiv. f
1 A 1+
269 a) nicht bijektiv, da zu vielen y-Werten zwei  + s
x-Werte existieren (f ist nicht injektiv) 3 2 —{10__ -4 3 2 *{10__ 1 2
b) bijektiv, da jedes y € R genau einmal als Funktions- Pl ol
wert auftritt
c) bijektiv, da jedes y € R* genau einmal als Funktions- g) bijektiv fur h) bijektiv fur
wert auftritt Dr =R\ {0} Dr = (—o0; 0) oder flr
d) bijektiv, da jedes y € R genau einmal als Funktions- 3 34 D¢ = (0; c0)
wert auftritt ) L4
e) bijektiv, dajedesy € [Rg genau einmal als Funktions- Al
wert auftritt T
> 3T

f) nicht bijektiv, da fur viele y-Werte zwei x-Werte existie- —— 0 —+—
-2 _{1—— 1 2 3 o1

ren (f ist nicht injektiv) f
2+ f 11
270 a) bijektiv fur b) bijektiv fir Df=R 1 e —
Df=R N 3 2 19 1 2 3
3+ 1+
red
6\ ) 24
5% 14 271 Die Funktion ist nicht bijektiv, da zum mit dem
4 4 e e Lineal eingezeichneten y-Wert sogar drei x-Werte existie-
st 3 =2 —110 1 2 3 ren.
f
24 ol
1+ a1
1 1 1 1 1 1 ;X
BV R

25



272 a) 1) Jeder Wert
aus R tritt genau einmal
als Funktionswert auf.
FI. R R, x— %
2)

Vs

T
2 40 1 A
_1__

w -
g

-2 +

c) 1) Jeder Wert aus
R{ tritt genau einmal als
Funktionswert auf.

1 ujig - [—1; 0),
X+ % 2)

A
5 4

4 4
3

e) 1) Jeder Wert aus
[0; 00) tritt genau einmal
als Funktionswert auf.
f~1:[0; 00) — [0; c0),

xn—>l4£ 2)

2

3__

27 s

1__

4 1

T ————+—+
° 1 2 3

26

b) 1) Jeder Wert aus
R tritt genau einmal als
Funktionswert auf.
1R - R,

X 2((x+1) 2)

d) 1) Jeder Wert aus
R{ tritt genau einmal als
Funktionswert auf.

1. IRE; — [3; 00),

X x2+3 2)

2__
11 f

1 1 1 1 I;X
U S A
f) 1) Jeder Wertaus R

tritt genau einmal als
Funktionswert auf.

L:R-R, X+—>\3/%

2)

273 Wenn f streng monoton steigend ist, dann haben
zwei verschiedene Argumente nie denselben Funktions-
wert (flr x4 < xo gilt f(x1) < f(xo) laut Definition).

= Jedem Funktionswert kann eindeutig ein x-Wert zuge-
ordnet werden.

Vs

274 a) injektiv, da jedes y € W¢ hochstens einmal
als Funktionswert auftritt

b) surjektiv, da jedes y € W mindestens einmal als
Funktionswert auftritt

c) bijektiv, da jedes y € Wr genau einmal als Funkti-
onswert auftritt

d) bijektiv, da jedes y € Wy genau einmal als Funkti-
onswert auftritt

e) weder injektiv noch surjektiv, daher nicht bijektiv, da
ein y € Wy zweimal als Funktionswert auftritt und ein
y € W¢ Gberhaupt nicht als Funktionswert auftritt

f) weder injektiv noch surjektiv, daher nicht bijektiv, da
ein y € W zweimal als Funktionswert auftritt und ein
y € We Gberhaupt nicht als Funktionswert auftritt

275 injektiv; hochstens

276 Im Buch ausgefuhrt.

277 1) absolute Anderung: 190;
relative Anderung: ca. 127 %
2) absolute Anderung: 275;
relative Anderung: ca. 122%

278 a) Die Anzahl der verkauften Fernseher ist um
28 Stick gestiegen.

b) Die Anzahl der verkauften Fernseher ist von Novem-
ber bis Dezember um 50 % gestiegen.

c¢) Zwischen Oktober und Dezember ist die Anzahl
der verkauften Fernseher monatlich um durchschnittlich
14 Stlck gestiegen.

d) Von Oktober bis Dezember hat sich die Anzahl der
verkauften Fernseher auf das 1,8-Fache erhoht.

279 a) 9€ b) —64€ c) 0,0625€
280 a) ~14,7% b) —5% c) ~61,5%
281 a) —0,5kg b) 0,25cm ¢) 3,75°C
282 a) s—k b) Sk ¢) sk



283 Die Zeitersparnis fur diese Strecke betragt ca. eine
Minute (0,018 h).

284 1) OOXONX

2) a) absolute Anderung; 1,6 Mrd; Die Weltbevol-
kerung ist von 1990 bis 2010 um 1,6 Milliarden gestie-
gen.

b) mittlere Anderungsrate; 0,082 Mrd; Zwischen
1980 und 2010 ist die Weltbevolkerung jahrlich um durch-
schnittlich 82 Millionen gestiegen.

¢) Anderungsfaktor; 1,15; Von 1990 bis 2000 hat

sich die Weltpevélkerung auf das 1,15-Fache erhoht.
d) relative Anderung; 37,8%; Die Weltbevolkerung

ist von 1980 bis 2000 um ca. 37,8 % gestiegen.

285 a) 1) absolute Anderungsrate: 8; relative
Anderungsrate: 400%; mittlere Anderungsrate: 4

2) absolute Anderungsrate: 40; relative Anderungs-
rate: 400%; mittlere Anderungsrate: 10

3) absolute Anderungsrate: 125; relative Anderungs-
rate: 123,8%; mittlere Anderungsrate: 25

b) 1) absolute Anderungsrate: 6; relative Ande-
rungsrate: —300%; mittlere Anderungsrate: 3

2) absolute Anderungsrate: 12; relative Anderungs-
rate: 300%; mittlere Anderungsrate: 3

3) absolute Anderungsrate: 15; relative Anderungs-
rate: 60%; mittlere Anderungsrate: 3

c) 1) absolute Anderungsrate: —%; relative Ande-

rungsrate: —66,7 %; mittlere Anderungsrate: —%

2) absolute Anderungsrate: —2;; relative Anderungs-

rate: —57,1%; mittlere Anderungsrate: —22—1

3) absolute Anderungsrate: —%5; relative Anderungs-

rate: —33,3%; mittlere Anderungsrate: —%

d) 1) absolute Anderungsrate: 13; relative Ande-
rungsrate: 2600%; mittlere Anderungsrate: 6,5

2) absolute Anderungsrate: 158; relative Anderungs-
rate: 1170,4%; mittlere Anderungsrate: 39,5

3) absolute Anderungsrate: 1187,5; relative Ande-
rungsrate: 237,5%; mittlere Anderungsrate: 237,5

286 a) —2 (bzw.ca.—83%) b) -3
c) -6 d) 04

287 Im Buch ausgefiihrt.

288
@ ®

289 a) fix=2; Dr=R\{0}; Wr=R*

b) fix)=2x3 Dr=R; We=R

¢) fx)=—3x% Dr=R; Wr=Ry

d) fx)=%1x3 Di=R;, W;=R

e) fx)=32; Dr=R\{0}; W=R\ {0}
) f=2; Dr=R\{0}; Wr=R\{0}

291 QOOXOM
292 O X O XX
293 XOOOX

294 hatdie y-Achse als Asymptote; keine Extremstellen

BMI
34
32
30
28
26
24
22
20
18

1 1 1 1 1 ::g

1 1 1 1 1
1,4 15 16 1,7 1,8 1,9

295 1) Alle Graphen gehen durch die Punkte (0|0)
und (1]1), da 1* =1 und 07 = 0 ist.

2) Wenn r gerade ist, ist die Funktion gerade und es
gibt ein globales Minimum an der Stelle Xy, = 0. Wenn r
ungerade ist, ist die Funktion ungerade und es gibt keine
Extremstelle.

296 acR* b=0, r=-1
297 Im Buch ausgefuhrt.

298 WX O OX

27



299 a) 3.Grad b) 4.Grad ¢) 5. Grad

300 1) hochstens 2) hochstens drei
zwei Nullstellen, eine Nullstellen, hdchstens

lokale Extremstelle zwei lokale Extremstellen
N y

3) hochstens vier Nullstellen, hochstens drei lokale

Extremstellen
red

L

0

301 O0OXNX

302 a) 1) b) 1) f(x)=x2—3x—4
fix)=—0,2x2+0,2x+2,4 2) f(—5)=236;
2) f(—5)=f6)=-3,6 f(6) = 14

c) 1)
fix) =x3 +2x2 — 3x
2) f(—5)=—60;

d) 1)
fix) = 0,5x3+0,5x2 — 3x
2) f(—5)=—35;

f(6) = 270 f(6) = 108
250 4 100 ]
200 80 -
150 - 607
40
100 -
20 -

7 0
)
- 0 -4
4 2 0
50 1+ -40 +

e) 1) fx)=-0,5x*+25x3-45x2—0,5x+7
2) f(—5)=—728; f(6)=—266

28

303 1) Eine Polynomfunktion zweiten Grades ist eine
reelle Funktion der Form f(x) = as x2+aq x+ap. Umdie drei
unbekannten Koeffizienten as, a1 und ag zu bestimmen,
benotigt man mindestens drei Gleichungen.

2) Termdarstellung: fix) = az x> +as x2 + a1 X+ ag;
Anzahl der Unbekannten: 4 (as, az, a1 und agp);
(Mindest-)Anzahl der Funktionswerte: 4

3) Termdarstellung: f(x) = as xX*+a3 x3+ap x
Anzahl der Unbekannten: 5 (a4, as, az, a1 und ap);
(Mindest-)Anzahl der Funktionswerte: 5

4) Termdarstellung:

fX)=anx"+a,_1X" "1 +.. . +ax2+a1x+ao;
Anzahl der Unbekannten: n+ 1

(@n,an—1, ..., a2, a1 und ap);

(Mindest-)Anzahl der Funktionswerte: n+ 1

2+aq x+ao;

304 Durch Ausmultiplizieren der Binome entsteht eine
Summe aus Potenzen der Form x¥ mit reellen Koeffizien-
ten. Diese Summanden konnen der GrofSe des Wertes
der jeweiligen Hochzahl nach geordnet werden und erfll-
len somit die Definition flr Polynomfunktionen. Jeder
Wert xi fuhrt dazu, dass der Linearfaktor x — x, und damit
das Produkt null wird, und ist somit eine Nullstelle.

= fixx) =0

305 Der Koeffizient c ist fur a) bis d) jeweils beliebig
wahlbar.

a) fx)=c(x2+2x—8)

b) f(x)=c(x®>+x2—2x)

c) fix)=c(x3+8x2+15%)

d) fx)=cx*—3x3—15x2+19x+30)

306 Der Koeffizient c ist fur a) bis d) jeweils beliebig
wahlbar.

a) fx)=c(x®—5x2+4x)

b) f(xX)=c(x®*—7x2+14x—8)

c) ) =c(x*+4x3+x2—-6x)

307 1) Joachim hat ein Polynom mit diesen Nullstel-
len berechnet. Hier gibt es aber unendlich viele Moglich-
keiten. Er hat den Faktor a wie in Bsp. 304 vergessen.
Die Funktionsgleichung ware danny = a-(x—1) (x+2) x mit
a € R\ {0}. Den Wert miisste er noch genau berechnen,
indem er einen weiteren Punkt (keine Nullstelle) einsetzt,
z.B. (—1|—4).

2) y=-2x—1)(x+2)x

308 (—oo;x7]; streng monoton fallend
309 Im Buch ausgefiihrt.

310 Im Buch ausgeflhrt.



311 XOO0O0

312 a) b)
red
6__
5__
4__ f
3__
2__
14+
——— s
4 3 2 10 1 >
c) d)
y y
5 5
4 4
3 3
2 2
f
1 1 .
1 1 X 1 1 1 ;X
T T T T |l T T -

313 a)
d) f(x)=

fix) =

314 OXOO

315 flx+1)=c-a**l=c.a*

2.2% b)
3.1,5%

fix) = 3% ¢)

-a=a-f(x)

fix) =

0,5%

Erh6ht man das Argument um 1, so wird der Funktions-

wert mit a multipliziert.

36 XOOXO

317 a)

Exponentialfunktion; f(x) =

3.2

b) keine Exponentialfunktion

318 a)
b) flx )-
c) flx
d) f()

fix) =2 2%
3-2% flx)=
=2- ()% fn=

=& f(x) =@

fix) =
3. eln(2)x

2. eh2)x

en(

[N

319 a)

A

ESR0INUIRE:D

321 a) 1) um 4% erhoht 2)
3) um rund 22 % erhoht

b) 1) um 20% erhéht 2)
3) um rund 149 % erhoht
c) 1) um 25% verringert 2)
3) umrund 76 % verringert

d) 1) um 10% verringert 2)

320

um 8,16 % erhoht

um 44 % erhoht

um 43,75 % verringert

um 19 % verringert

3)
e)
2)
3)
f)

um
1)
um
um

1)

rund 41 % verringert
um rund 65 % erhoht
rund 172 % erhoht
rund 1118 % erhoht

um rund 86 % verringert

2) um rund 98 % verringert
3) um fast 100 % verringert

322 Zu Beginn sind 150 Seerosen im Teich. Pro Tag
steigt die Zahl an Seerosen um rund 2% (%92 ~ 1,02).

323 a) N(t)=10%.1,0473% (a= V2)
b) N(t)=10°.1,0313%; (a= V4)

324 [(h)=1,013.0,8816"; (a= %/0,5)
325 Im Buch ausgeflhrt.

326 a) 88159 Bakterien b) in 3,9 Stunden

180 eO,O719t
~ 9,6 Jahre

327 a) N(t)=
b) um7% c¢)

328 XX OOX

=100 90,2310t

(t in Jahren)

329 a)
N(Y)

N(t)

100
80
60
40
20

b) Es sind 6,25 mg vorhanden.
c) Es dauert 12,97 h.
d) Es dauert 3 Stunden.

29



330 a) I(x)=100e 0.5051x

100
80
60
40
20

0 2 4 6 8 10

b) Das Material muss rund 4,6 cm dick sein.
331 t=4 Jahre

332 =2 Jahre

333 ND=% eoNe'T=hoe'T=1e

_ — 1 —In1—-In2 — In2
& -Ar=Ins &1 — s & T=

334 Nach etwa 380 Jahren sind 15% des Radiums
zerfallen.

335 a) 71~ 30Jahre (A=~ 0,0233);

Es sind noch rund 25 % vorhanden.

b) Erst nach rund 80 Tagen sind nur mehr 0,1 % vorhan-
den.

336 a) 71=8Stunden (A =x2,0794)
b) Nach etwa 2 Tagen und 6 Stunden (2,21 Tagen) sind
weniger als 1 % vorhanden.

337 a) Eswurden rund 86¢g hergestellt.
b) Nach etwa 153 Stunden sind 80 % zerfallen.
c) Pro Tag zerfallen etwa 22 %.

338 Otzi weist ein Alter von etwa 4 575 Jahren auf.
339 Im Buch ausgefuhrt.

340 1) f(x)=8065466 1,007*

4 Einwohner (in Millionen)

10 +
9,5 +
9 —+
8,5 +
Jahre ab 2001
8 Pttt
0 5 10 15 20 25 30 35

2) 2021 wiirden rund 9272970 Einwohner in Oster-
reich leben; Im Jahr 2032 wirde eine Bevolkerungszahl
von 10 Millionen erreicht sein.

30

3) Die Bevolkerung kann nicht im gleichen Tempo weiter
wachsen, denn irgendwann ware in Osterreich nicht mehr
genug Platz bzw. kdnnten die Menschen dann nicht ausrei-
chend mit Nahrung versorgt werden. Das Modell kénnte
vielleicht flr einen Zeitraum von 100 Jahren gelten.

341 Ein exponentielles Modell kann die Entwicklung
besser beschreiben, da die relative Anderung fur zwei
Jahre jeweils ungefahr 0,08 betragt:  f(t) = 500.¢9:0393t
Erwartete Néchtigungszahlen:

Jahr 2017 | 2018 | 2019 | 2020
Nachtigungszahl 658 685 712 741

342 Das lineare Modell kann ab 10 km Hohe verwendet
werden, davor ist das exponentielle Modell notwendig;:
0 <h<10; fexp(h)=995,51- 0,88";

10 < h<13; fiin(h)=—-30h+590

343 1) fjin(t)=79+ % t; fexp(t) = 79(1 + 0,00888)t
2) Dem linearen Modell liegt die Annahme zugrunde,
dass die CO,-Emissionen jedes Jahr um 750 000 Tonnen
steigen. Im Jahr 2040 werden sie knapp 117 Millionen
Tonnen betragen.

Das exponentielle Modell prognostiziert einen rascheren
Anstieg der Emissionen. Mit einer jahrlichen Steigerung
um etwa 0,9 % wird es 2040 knapp 123 Millionen Tonnen
CO,-Emissionen geben.

125 COx-Emissionen in Millionen Tonnen

120

115 exponentiell

110

105

100
95
90 4 : | | IJahrq; gb 1990

T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

linear

344 1) fip(t) = 12t+760; fexp(t) = 760 - e0:0148¢
Jahr 2000 | 2005 | 2010 | 2015

linear 904 964 1024 1084

exponentiell 908 o977 1053 1133

2) Das exponentielle Modell liegt naher an den tatsach-
lichen Werten.

Jahr 2000 | 2005 | 2010 | 2015

Bevolkerung (in Mio.) | 1014 | 1095 | 1201 | 1283

345 1) jahrliches Wachstum von 0,74 %



2) Im Rahmen eines Modells werden Vorgange aus der
Realitat mithilfe der Mathematik beschrieben. Ob es sinn-
voll ist, muss durch Messungen Uberprift und validiert
werden.

Das Modell kann nicht alle zuklnftigen Einflussfakto-
ren (Kriege, Hungersnote, ...) berlicksichtigen. Dass im
Jahr 2050 exakt 9,2 Mrd. Menschen auf der Erde leben,
ist unwahrscheinlich.

346 1) fit)=100 e00347t;

Nach rund 266 Minuten wird die kritische Zahl (iberschrit-
ten, genauer nach 4h 25min 48s. Danach kann ein
lineares Modell verwendet werden: f(t) = 1 000 000 +
35000t

2) In den ersten 5,2h ist die relative Anderung kon-
stant: Die Anzahl der Bakterien wachst pro Minute um
etwa 3,5 %.

Nachdem die kritische Zahl von 1000000 Bakterien
erreicht ist, steigt die Anzahl linear an. Pro Minute werden
35000 Bakterien neu gebildet, d. h. die mittlere Ande-
rungsrate (der Differenzenquotient) ist konstant.

347 Im Buch ausgeflhrt.

348 fla)=log,a=1;
Daher liegt der Punkt (a|1) auf der Funktion.

349 a) fix)=logsx b) f(x)=Iloggx
c) fix)=logzx d) f(x)= Iog% X

350 @)
351 00O XX X

352 a) f(x)=lgx b) f(x)=logzx
¢) fix)=loggsx d) fx)=logyx

353 f(x) > O flr (1,00); streng monoton steigend

354 1) c=3macht
die Funktion steiler. Sie
geht durch den

2) c¢ =2 macht die
Funktion steiler. Sie geht
durch den Punkt (10]2).

Punkt (10]3). 3 y
y
3 P 2 f
2 1
1 SHAA—————~
I I I I X 2 4 6 8 10
) T T T T T -1
2 4 6 8 10
= 2

3) c¢=-0,5macht die
Funktion flacher. Das
negative Vorzeichen
spiegelt die Funktion an
der x-Achse. Die Funktion
geht durch den

Punkt (10]|—0,5).

4) c= -2 macht die
Funktion steiler. Das
negative Vorzeichen
spiegelt die Funktion an
der x-Achse. Die Funktion
geht durch den

Punkt (10]|—2).

356 Die Exponentialfunktion ist die Umkehrfunktion zur
Logarithmusfunktion, d. h. f(x) = ¢-log; x & f~1(x) = c-a*.
Fira = 1 gilt: f1(x) = ¢-1*¥ = ¢. Da die konstante
Funktion keine Umkehrfunktion besitzt, ist die Funktion
f(x) = ¢ - log, x fur a = 1 nicht definiert.

357 1) Die y-Achse ist in 10-er Schritten beschriftet.
2) fist eine Logarithmusfunktion.

358 1) Der Schallpegel nimmt um ca. 3 Dezibel zu.
2) Der Schallpegel verringert sich um 10 Dezibel.
3) Die Schallintensitat misste verzehnfacht werden.

359 a) 7; m 197 b) Z; SF; 3ax
n. 3x. 5nx 4n. Inm.
c) 27 a4 a4 d) 3’ 2 47T

360 jeweils mitk € Z:

31



a) Nullstellen: k- m;
lokale Maxima: 2k - 7+ 7;
b) Nullstellen: k- 7+ g;
lokale Maxima: 2k - s1; lokale Minima: (2k+1) -
c) Nullstellen: k- m;

keine lokalen Extremstellen

lokale Minima: 2k - 7+ 3%

361 XOOXO
362 XOXOO

363 a) richtig, siehe Schulbuch S. 68
b) richtig, siehe Schulbuch S. 68

364 a) p=nm b) p=% ¢) p=4nx

365 Fur eine periodische Funktion f mit Periode p gilt
f(x) = f(x+ p). Wenn also die Periode 27” ist, muss gelten
f(x+ 22) = f(x).

1. Schritt: Das Argument x + 22 wird in die Funktion
sin(k x) eingesetzt;

2. Schritt: die Klammer wird ausmultipliziert;

3. Schritt: sin(kx + 2 ) = sin(kx)

4. Schritt: Man erhalt wieder die ursprungliche Funktion,
also ist die Periode p = 27,

366 f(x+ 27) = cos(k(x+ 2Z)) = cos(kx +2m) =
cos(kx) = f(x)

367 a) Der Winkel —x ist der Winkel x gespiegelt an
der x-Achse. Die Lange der Gegenkathete im rechtwink-
ligen Dreieck mit Winkel x im Einheitskreis ist sin(x),
also ist die Lange der Gegenkathete bei dem an der
x-Achse gespiegelten Dreieck —sin(x); zusammengefasst
gilt sin(—x) = —sin(x).

b) Der Winkel —x ist der Winkel x gespiegelt an der
x-Achse. Die Lange der Ankathete im rechtwinkligen Drei-
eck mit Winkel x im Einheitskreis ist cos(x), durch Spie-
geln an der x-Achse andert sich die Lange nicht, also gilt
cos(—x) = cos(x).

c¢) Vertauscht man im rechtwinkligen Dreieck im Ein-
heitskreis die beiden Katheten, so entspricht das einer
Anderung des Winkels x von 180° — 90° — x = 90° — x =
Z —x, also gilt sin(x) = cos(Z — x), und wegen b) auch

2 2
sin(x) = cos(x — Z).

368 a) b) Jeder Funktionswert y kommt in diesem
Intervall genau einmal vor, daher existiert auch eine
Umkehrfunktion.

369 a) sin(x);
Wenn x und y vertauscht werden, erhalt man sin(x).

32

b) cos(x);
Wenn x und y vertauscht werden, erhalt man cos(x).
c) tan(x);
Wenn x und y vertauscht werden, erhalt man tan(x).

]

370 a) [Df:R; Wf:[— ;
b) Dr=[-1;1); Wr=[-%;2
c) Dr=[-1;1]; W;=[0;n]

AN

371 a) 1. Schritt: sina+ B ist die y-Koordinate vom
Punkt S, also gleich r+s;

2. Schritt: r ist die y-Koordinate vom Punkt A, der vom
Ursprung unter dem Winkel a zu sehen ist und einen
Abstand von k hat, also ist r = sin a - k; ahnlich ist s die
Lange der Ankathete vom Winkel o im Dreieck SCA, also
ists=cosa-t;

3. Schritt: k ist cos B und t ist sin B (stelle dir das Koor-
dinatensystem so gedreht vor, dass die x-Achse durch k
verlauft)

b) 1. Schritt: cos(a+ B) ist die x-Koordinate vom Punkt S,
also gleich g — p;

2. Schritt: q ist die x-Koordinate vom Punkt A, der vom
Ursprung unter dem Winkel o zu sehen ist und einen
Abstand von k hat, also ist g = cos «a - k; ahnlich ist p die
Lange der Gegenkathete vom Winkel a im Dreieck SCA,
alsoistp=sina-t;

3. Schritt: k ist cos B und t ist sin B (siehe a))

32 OB @ ®E
373

374 1) z.B:
red

I
I
T

2) Polynomfunktion

3) Die Funktion kann z. B. auf der y-Achse beliebig nach
oben oder unten verschoben werden, ohne dass sich
die Extremstellen andern. Der Grad der Polynomfunk-
tion muss gerade sein — nur dann kann die Funktion ein
globales Maximum haben.



375 Potenzfunktionen: z.B.

A red
X72
&x x°
\ 0 . N
x71 Asymptoten
Xl
Polynomfunktionen: z. B.
% x2 -2 red
g
;X
N 0 N fo -
\)</
//
/

Exponentialfunktionen:

z.B.
red

2.0,5%

¥

Winkelfunktionen: z. B.

N

Logarithmusfunktionen:

z.B.
Ied

logp 5 X

Y sinx
T/\ X

N,Q N,\ N_q NO NO
.

Np \N.l/

.
coSs X
y
1 1 1 1
! ! ! tanx / !
1 1 1 1
1 1 1 1
[ [ [ [
T T T T
[ Npo No [ N1 [
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
I I I I

a) Potenzfunktion: kein Schnittpunkt fur negative Hoch-
zahlen, ein Schnittpunkt fur positive natirliche Hochzah-
len;

Polynomfunktion: ein Schnittpunkt;

Exponentialfunktion: ein Schnittpunkt an der Stelley =c¢
mit f(x) = ¢ - a;

Logarithmusfunktion: kein Schnittpunkt;

Winkelfunktion: Sinus und Tangens an der Stelle y = O,
Cosinus an der Stelley =1

b) Potenzfunktion: keine Nullstelle fur negative Hoch-
zahlen und die Hochzahl O, eine Nullstelle fur positive
Hochzahlen bei x = 0;

Polynomfunktion: hochstens n verschiedene Nullstellen,
wenn die Polynomfunktion vom Grad n ist;
Exponentialfunktion: keine Nullstelle;
Logarithmusfunktion: eine Nullstelle an der Stelle x = 1;
Winkelfunktion: Sinus und Tangens an den Stellen x = k-7
mit k € Z, Cosinus an den Stellen x = (k+ %) 7

c) Potenzfunktion: fir gerade negative Hochzahlen fir
negative x streng monoton steigend und flr positive x
streng monoton fallend; fir ungerade negative Hochzah-
len jeweils fur negative und fur positive x streng monoton
fallend; fUr gerade positive Hochzahlen streng monoton
fallend bis x = 0 und dann streng monoton steigend; fur
ungerade positive Hochzahlen streng monoton steigend;
konstant flir die Hochzahl O;

Polynomfunktion: streng monoton zwischen den Extrem-
stellen;

Exponentialfunktion: streng monoton fallend fira < 1
und streng monoton steigend flir a > 1 mit f(x) = ¢ - @,
flr a = 1 ist die Funktion konstant;
Logarithmusfunktion: streng monoton fallend fira < 1
und streng monoton steigend fiir a > 1 mit f(x) = clog, X;
Winkelfunktion: fir Sinus und Cosinus zwischen den
Extrema abwechselnd streng monoton steigend und
streng monoton fallend, der Tangens ist zwischen den
Asymptoten jeweils streng monoton steigend
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d) Potenzfunktion: fur gerade positive Hochzahlen ein
Minimum an der Stelle x = O, fur alle anderen Hochzahlen
kein globales Extremum;

Polynomfunktion: hochstens ein globales Maximum oder
Minimum;

Exponentialfunktion: kein globales Extremum;
Logarithmusfunktion: kein globales Extremum;
Winkelfunktion: beim Sinus globale Maxima an den
Stellen x = (2k + 3) - r und globale Minima an den
Stellen x = (2k — %) - 7w mitk € Z;

beim Cosinus globale Maxima an den Stellen
x=(2k—3) 7 und globale Minima an den Stellen
x=(2k+1) - mmitk € Z;

beim Tangens keine globalen Extrema

e) Potenzfunktion: bei negativem ganzzahligen Exponen-
ten sind die beiden Koordinatenachsen die Asymptoten,
alle anderen haben keine Asymptoten;
Polynomfunktion: keine Asymptoten;
Exponentialfunktion: x-Achse ist Asymptote;
Logarithmusfunktion: y-Achse ist Asymptote;
Winkelfunktion: keine Asymptoten beim Sinus und
Cosinus; Asymptoten beim Tangens an den Stellen
x=(k+1) - nmmitkez

f) Potenzfunktion: fur gerade positive Hochzahlen ein
Minimum an der Stelle x = O, fur alle anderen Hochzahlen
kein lokales Extremum;

Polynomfunktion: hochstens n — 1 lokale Extremstellen,
wenn die Polynomfunktion vom Grad n ist;
Exponentialfunktion: kein lokales Extremum;
Logarithmusfunktion: kein lokales Extremum;
Winkelfunktion: beim Sinus lokale Maxima an den Stel-
len x = (2k+ $) - 7 und lokale Minima an den Stellen
x=(2k=3) 7 mitk e Z;

beim Cosinus lokale Maxima an den Stellen
x=(2k—121) -7 und lokale Minima an den Stellen
x=(2k+3)-nmitk ez,

beim Tangens keine globalen Extrema

g) Potenzfunktion: nicht periodisch;

Polynomfunktion: nicht periodisch;

Exponentialfunktion: nicht periodisch;
Logarithmusfunktion: nicht periodisch;

Winkelfunktion: periodisch
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h) Potenzfunktion: gerade fir gerade Hochzahlen,
ungerade fur ungerade Hochzahlen;

Polynomfunktion: im Allgemeinen weder gerade noch
ungerade;

Exponentialfunktion: weder gerade noch ungerade;
Logarithmusfunktion: weder gerade noch ungerade
Winkelfunktion: Sinus und Tangens sind ungerade,
Cosinus ist gerade

376 a) Potenzfunktion mit Exponent 1 und Polynom-
funktion vom Grad 1

b) Potenzfunktion mit Exponent —1

c¢) Polynomfunktion vom Grad 1

377 OXXOO
378 XOOOX

379 Potenzfunktion: B(d) = k-d~2; z.B.:

4 Beleuchtungsstérke B

6__
5__
4__
3__
2+
l__
Entfernung d

5 —t—t—t—F+—F——>

1 2 3 4 5 6 7 8
380 a) lineare b) Exponentialfunktion;
Funktion z.B.:
(bzw. Potenz- oder 4 Strahlungsintensitat /

6__

Polynomfunktion); z.B.:

Endintensitat /
4
3
2
1

Startintensitéat /o

ol } T } } } > } }

1 2 3 4 56 0 43 5 3 212 5 6

381 a) 1)&2)&3)
(bzw. Polynomfunktion)
b) 1) & 2) & 3) lineare Funktion
(bzw. Polynomfunktion)

lineare Funktion

c¢) 1) lineare Funktion
(bzw. Potenz- oder Polynomfunktion)
2) & 3) Potenzfunktion



d) 1) & 3) lineare Funktion

(bzw. Potenz- oder Polynomfunktion)

2) Potenzfunktion

e) 1) Exponentialfunktion 2) Potenzfunktion

3) lineare Funktion (bzw. Potenz- oder Polynomfunktion)

f) 1) lineare Funktion (bzw. Polynomfunktion)
2) Exponentialfunktion 3) Potenzfunktion

382 Im Buch ausgefuhrt.
383 Im Buch ausgeflhrt.

384 1) a positiv: f streng monoton steigend;
a negativ: f streng monoton fallend;

fir |a| > 1: Streckung;

fir O < |a|] < 1: Stauchung entlang der y-Achse
2) Senkrechte Verschiebung um b Einheiten

385 OXMXX O
386
red
4 4+
3 4
oL \f
1 .
_ﬁ 1 1 1 ;X
3 2 A9 1 2 3
1+
2 4
387 1) Die Parameter ¢ und a bewirken eine Stre-

ckung bzw. Stauchung entlang der y-Achse. Die Funk-
tion g ist starker gestreckt, daher muss ¢ > a gelten.

2) Die Parameter b und d bewirken eine senkrechte
Verschiebung um b bzw. d Einheiten. Die Funktion f liegt
weiter unten, also muss b < d gelten.

388 Der Parameter ¢ verschiebt die Funktion entlang
der x-Achse und zwar fiir ¢ > O nach links und fiirc < O
nach rechts.

389 a) b=-3; ¢c=2 b) b=-2;
c) b=1; ¢c=-3 d) b=-1; c=1

c=-1

390 Der Parameter e verschiebt die Funktion entlang
der y-Achse und zwar fiir e > O nach oben und fire < 0
nach unten.

391 f(0)=a,-0"+a,_1-0""1+...4+a5-02+a4-0+ag,
also f(0) = ag, also schneidet die Funktion die y-Achse
im Punkt (0|ao).

392 XOOXO

393 1) Der Parameter d verschiebt die Funktion ent-
lang der y-Achse und zwar fur d > O nach oben und fir
d < O nach unten.

2) Der Parameter c verschiebt die Funktion entlang der
x-Achse und zwar fir ¢ > O nach links und fir ¢ < 0 nach
rechts.

394 a) b=2 b) b=-1 ¢) a=-1 d) a=2
e) a=2; b=-1 f) a=-3; b=-2

395 a) Der Parameter a bewirkt eine Streckung
bzw. Stauchung entlang der y-Achse. Fir a > O wird
der Graph gestreckt, fur O < a < 1 wird er gestaucht
und fir a < O wird er an der y-Achse gespiegelt und
entsprechend gestaucht oder gestreckt.

b) Der Parameter b bewirkt eine Streckung bzw. Stau-
chung entlang der x-Achse. Fir b > 1 wird der Graph
gestaucht, fir 0 < b < 1 wird er gestreckt und fur
b < O wird er an der y-Achse gespiegelt und entspre-
chend gestaucht oder gestreckt.

396 a) a=2 b) a=-1 ¢) b=4
d b=1 e a=-2; b=2 f) a=b=1
g) a=2 b=3 h) a=-1; b=2

N wi-
Nl Q©

397 OXQOXO

398 1) Eine Umdrehung dauert 3 Minuten und der

Durchmesser ist 56 m.
Af(0 (inm)
30 +

20 + f

10 +

0
-10 +

-
N -
IN
ol

20 +

30 +

2) Statt 28 musste 60 eingesetzt werden und statt ZT”
eine entsprechend kleinere Zahl.

399 1) Der Parameter c verschiebt die Funktion ent-
lang der x-Achse und zwar fiir ¢ > O nach links und fir
¢ < 0 nach rechts.

2) Der Parameter d verschiebt die Funktion entlang der
y-Achse und zwar fur d > O nach oben und fir d < O nach
unten.
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400 c=1

401 a) c=-Z; d=1 b) c=m d=-1

¢) c=-%;, d=-2 d) ¢c=0; d=3

402 (D) (B) (W (B)

403 a)

404 a) b)

405 Im Buch ausgefiihrt.
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406 a) w=2m f=1; st)=2sin(2xt)
b) w=2Z; f=1; s@t)=3sin(21)

5
¢) w=3m f=3; s(t)=sin@nt)

b) r=15 T=2Z% ¢) r=1,4; T=

3
2) a) f=2; w=
c) f=2; w=4

3) a) st)=25-sin(lt) b) st)=1,5-sin31)
) s(t)=1,4-sin(4t)

409 OOXONX

410 Die Grundschwingung f hat die Amplitude 1 und
die Schwingungsdauert 2 .

a) Der Graph von f wird entlang der y-Achse um den
Faktor 2,25 gestreckt. Die Amplitude von s ist 2,25-mal
so grofd wie die Amplitude von f.

Der Graph von f wird entlang der x-Achse nicht gestreckt.
= s hat eine Schwingungsdauer von 2 .

b) Der Graph von f wird entlang der y-Achse um den
Faktor 5 gestreckt. Die Amplitude von s ist 5-mal so grofd
wie die Amplitude von f.

Der Graph von f wird entlang der x-Achse nicht gestreckt.
= s hat eine Schwingungsdauer von 2 .




c) Der Graph von f wird entlang der y-Achse nicht
gestreckt. Die Amplitude ist daher 1.

Der Graph von f wird entlang der x-Achse um den Faktor 2
gestaucht (bzw. um den Faktor 0,5 gestreckt). Fir s gilt:
w=2und T =7 = s hat die halbe Schwingungsdauer
im Vergleich zu f.

AN

l ll“t/l\l'b

d) Der Graph von f wird entlang der y-Achse nicht
gestreckt. Die Amplitude ist daher 1.

Der Graph von f wird entlang der x-Achse um den Faktor 4
gestreckt. Firs gilt: w = 2 und T = 87 = s hat die
vierfache Schwingungsdauer im Vergleich zu f.

Vo

e) Der Graph von f wird entlang der y-Achse um den
Faktor 3 gestreckt. Die Amplitude von s ist nur 2-mal so

groR wie die Amplitude von f.

Der Graph von f wird entlang der x-Achse um den Faktor 3
gestaucht (bzw. um den Faktor % gestreckt). Fur s gilt:
w=3und T= 2?” = s hat ein Drittel der Schwingungs-
dauer von f.

f) Der Graph von f wird entlang der y-Achse um den
Faktor 2 gestreckt. Die Amplitude von s ist 2-mal so grof3
wie die Amplitude von f.
Der Graph von f wird entlang der x-Achse um den Faktor 4
gestreckt. Fir s gilt: w =0,25und T=8x = s hat die
vierfache Schwingungsdauer im Vergleich zu f.
red
2 1

1+

Vo

T T T T T T
-7 6 -5 -4 3 -2 1 2 3 4 5 6
-1+

~ 4

-2 +

g) Der Graph von f wird entlang der y-Achse um den
Faktor 1,5 gestreckt. Die Amplitude von s ist 1,5-mal so
grof? wie die Amplitude von f.

Der Graph von f wird entlang der x-Achse um den Faktor 4
gestaucht (bzw. um den Faktor % gestreckt). Fur s gilt:
w=4undT=7Z = s hat ein Viertel der Schwingungs-
dauer im Vergleich zu f.

h) Der Graph von f wird entlang der y-Achse um den
Faktor 0,8 gestreckt. Die Amplitude von s ist 0,8-mal so
grofd wie die Amplitude von f.

Der Graph von f wird entlang der x-Achse um den Faktor 3
gestreckt. Firs giltt w = 1 und T = 67 = s hat die
dreifache Schwingungsdauer im Vergleich zu f.

y
1T
X
} } 1 1 } 1 t 5 1 1 } } } } t»
6 -5 -4 = -1 1 2 3 4 5 6 7
s 4‘\‘

411 a) s(t)=3-sin(2t) b) s()=1,5-sin(xt)
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2) a) ¢o=
¢) p=—-7 d ¢@=2x
3) a umsx b) um2sx ¢) umZ d) umO

413 Im Buch ausgeflhrt.
414 Im Buch ausgefiihrt.
415 Im Buch ausgefiihrt.

416 a) h=rfogmitf(x)=e* und g(x) = x2
b) h=rfog mitfix)=/x und g(x) = sin(x)
c) h=fogmitf(x) = cos(x) und g(x) = x2
d) h=fogmitf(x)=12 und gx) = 4

e) h=fogmitf(x)=4xund gx) = sin(x)

f) h=fogmitf(x)=6xund gx) = x2

417 OXOOO

418 a) f(x)=x+3
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(fo 8)(x) = cos(x2) (g o f(X) = (cos x)~2

e) fix)=

V.

- 0 2 4

-4
(fog)x) = (cosx (g o N(x) = cos (x?)
y
\ [0}
-1
f) fix)= g(x) = si

420 a) (fog)(x)=2x2+3,aber(gof)x)=2-(x+3)2
b) (fog)(x) = (cosx)?, aber (g o f)(x) = cos(x?)

c) (fog)(x) = sin(x2), aber (g o )(x) = (sinx)2

d) (fog)x)=2eX—7,aber (gof)x)=e2*"7

(fog)(x)=sinx—1

W

g) flx)=x"

421 1) (fog)(x) =4 sin(8x)
red

|
=
L
T
=
(2

N
I
T

w
T

2) (fog)(x)=4 sin(8x+sinx)

|

D t——
5"’
<

8(x) =x"

= T
1
T

B —
w N
——
_—
—_—
—_—
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3) (fog)x) =4 sin(8x+ 3 sinx)

y

I
(0)]

1
[@1]
w

T

=

=

g
o1

422 X0OOQO0O

423 fist streng monoton wachsend fir alle x € R und
daher bijektiv; f~1(x) = X31;
(Fo () = 1) = F1(3x+1) = Bxel=1 =

(fof h)x) =ff1x)=f(*32)=3- 231 +1=

424 1) lx=2x-2
2)
y
3
2
1
=—'5= I—2—'10 1ééjléé=
L1
f 1
-2
3) (Flofx) =f1(flx) =f1(4+1) =2-(5+1)-2=x
(Fof)x) = f(F1(x) = f2x — 2) = X2 +1 =x
425 a) [szle; We=RE; 1) = vx

(FLonm) =1(fx) = F1(x?) = Vx% = x;
(Fo F~1)(x) = f(F~(x)) = f(v/x) = (V%)% =x
b) Df=R; W;=R"; 1(x)=|
(FLoNx) = FL(f(x) = F~1(e¥) = In (e
(fofF1)x) = f(f1(x)) = flinx) = e"* =x

=

c) Dr=R\{0}; Wr=R\{0}; Fi)=rfix)=32
(Frofe)=f ) =F*(3)=3 =x;

(For 1) = 1) =f(2) = gi

d Dr=R" Wr=R; f'(x)=

(Fr o) =FHfx) =f(gx) =1 O'gx=x

(Fof ™)) = f(f(x) = f(10%) = Ig(10%) =

426 Es kommt Uberall die Funktion selbst heraus. Die
Verkettung mit der identischen Funktion andert also
nichts an der Funktion.

1) (fog)x)=(goNKX) =x2

40

) falx)

2) (fog)x)=(goN(x)=¢e
3) (fog)x)=(gofx)= %

427 a) fo(x)=x+n b) f,(x)=x—3n
c) frx)=5"x d) fL,x)=2"x e) frx)=
) =5 8 fx=x>)

h) fo(x)=(=1)"x2" i) fo(x) =
= 9(2"—1) (2"

X
4n

5(2—0,5"1) (0,57

428 Im Buch ausgefihrt.
429 Im Buch ausgefihrt.

430 a) f(0,0)=0; f(1,4)=4; f(—2,3)=—
b) f(0,0)=0; f(1,4)=—-25; f(—2,3)=—
c) f(0,0)=0; f(1,4)=5; f(—2,3)=16
d) f0,0)=0; f(1,4)=2; f(-2,3)=—4%

431 1) h(V,a)=%

2) h(12,2)=3; h(90,3)=10;

Ein quadratisches Prisma mit Seitenlange 2 und Volu-
men 12 hat eine Hohe von 3. Ein quadratisches Prisma
mit Seitenlange 3 und Volumen 90 hat eine Hohe von
10.

432 1) 100 Geldeinheiten

2) Nur die Menge in der dritten Zeile ist wirtschaftlich
sinnvoll, da hier ein Erlés von 16 Geldeinheiten gemacht
wird. Flr die Mengen in den ersten beiden Zeilen wird
ein Verlust von 65 bzw. 16 Geldeinheiten gemacht.

3) Die Ware A wird pro Stick um 10, die Ware B um
26 Geldeinheiten verkauft.

433 1) T(p,v)=EY
2) T(10°%,0,025) ~ 300,84

434 Die Punkte liegen nicht auf derselben Hohe, da
f(—2,—-2) =17, aber f(2,0) = v21 ist.

435 1) f(0,0) = 1,5; Im Punkt (0|0) hat die Welle
eine momentane Auslenkung von 1,5.

2) f(2,3)~ —1,34; Im Punkt (2|3) hat die Welle eine
momentane Auslenkung von —1,34.

3) f(5,5) =1,06; Im Punkt (5|5) hat die Welle eine
momentane Auslenkung von 1,06.

436 Der Punkt liegt tber 5000 m (f(0, 2) =~ 5,24).

437 Liegen zwei Punkte A und B mit A = (a|b) und
B = (x|y) auf einer Hohenlinie, so gilt: f(a, b) = f(x, y). Die
Funktionswerte (entsprechen in diesem Fall der Hohe)
sind entlang einer Hohenlinie immer gleich.



438 a) Spiegelung entlang der Geraden y = x
b) 90°-Drehung um den Punkt (0|0)

c) Verschiebung um (4|—

d) Spiegelung entlang der Geraden y = 0,5x
e) Stauchung um den Faktor %

439 1) Um den Normalabstand zu bestimmen,
berechnen wir zuerst den Schnittpunkt von der Gera-
den y = x und einer dazu Normalen durch einen belie-
bigen Punkt mit der Gleichung y = —x + d. Durch L6sen
des Gleichungssystems erhalten wir den Schnittpunkt
der beiden Geraden: S = ($|$). Damit ist

= IP=sl=[o)~ (319)] =/~ 9) + [/~ 9)°
und SSp = [P —Sp| = |(vx) — (4]9)| =
== 9)°+ (x—¢)
Sie haben den gleichen Normalabstand.
2) PSr=Se—P=()-()=()
Die Gerade y = x entspricht dem Vektor (x|x). Wenn
das Skalarprodukt der beiden Null ergibt, so stehen sie
normal aufeinander:
X]X)(y = x[x = y) = x-(y=X)+x-(x—y)

=xy—x24+x2—xy =0

440 1) OP= )’ VX212

05p=|(7) - (o)\ —\/(—y =iy

P und Sp haben den gleichen Abstand vom Ursprung.

2) () (V)=—xy+xy=0

Da das Skalarprodukt null ergibt, stehen sie normal auf-
einander.

441 |m Buch ausgeflhrt.
442 Im Buch ausgefiihrt.
443 Im Buch ausgefuhrt.
444 |m Buch ausgeflhrt.

445 a) Nullstellen: xq = —1;
Extremstellen:
b) Nullstellen:
Extremstellen:

X2 = 2;
Xmin =2; Xmax =0

X1 =5; x0=0;
Xmin = 1*39? Xmax = 0
c¢) Nullstelle: x=5; Extremstelle:
d) Nullstelle: x=0;
Extremstellen:

e) Nullstelle:

Xmin = 3

Xmax = 2,5
keine Extremstellen

Xmin = 0;
x=—4,

446 a) Der Parameter a streckt bzw. staucht die Funk-
tion entlang der y-Achse; der Parameter b verandert den
Grad der Funktion.

b) Der Parameter a streckt bzw. staucht die Funktion
entlang der y-Achse; der Parameter b streckt bzw. staucht
sie entlang der x-Achse.

c) Der Parameter a verschiebt die Funktion entlang
der x-Achse; der Parameter b verschiebt sie entlang der
y-Achse.

d) Der Parameter a streckt bzw. staucht die Funktion
entlang der y-Achse; der Parameter b verschiebt die Funk-
tion entlang der x-Achse.

e) Der Parameter a verandert die Amplitude, der Para-
meter b die Periode.

447 XOXOO
448 DOOXNX
449 (©) () (@) (B)
450
451 X OOXX

452 z.B.:

6 —

.

: T T T T T 0
-12 /10 -8 -6 -4 -2

2

453 a) falsch, z. B. wenn die Funktion zuerst streng
monoton fallend ist und dann irgendwann konstant wird
gibt es unendlich viele globale Minima

b) falsch, z. B. die Funktion fix) = —x2 + 3 x hat die zwei
Fixpunkte x4 =0 und x, =2

c) falsch, z.B. die Funktion f(x) = x2 ist symmetrisch,
hat aber keine Asymptote bei der y-Achse

d) falsch, z. B. die Exponentialfunktion f(x) =
negative Funktionswerte

—2-3* hat

454 Jede Funktion, die in [O; 3] streng monoton fallend
ist, ist auch in (0; 3) streng monoton fallend. Umgekehrt
gilt das aber nicht, z. B. ist die folgende periodische Funk-
tion streng monoton fallend in (O; 3) aber nicht in [O; 3].

\..

T T
4 3 2 400 4

~
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455 f, ist nicht injektiv,
weil z. B. der Funktions-
wert 4 zweimal auftritt:
f1(=2) =11(2) = 4;

fq1 ist nicht surjektiv, weil
es kein Argument mit
dem Funktionswert —4
gibt;

fq ist nicht bijektiv, weil f1
weder injektiv noch
surjektiv ist

f3 ist nicht injektiv, weil
z.B. der Funktionswert 4
zweimal auftritt:

f3(—2) =f3(2) = 4;

f3 ist surjektiv, weil jedes
yeW=R{als
Funktionswert auftritt.
Durch die Einschrankung
der Wertemenge auf R
wird der Fall, der bei f1
und fp aufgetreten ist,
vermieden.

f3 ist nicht bijektiv, weil f3
nicht injektiv ist

4 22 2 4

fo ist injektiv, weil jeder
Funktionswert hochstens
einmal vorkommt. Im
Vergleich zu f; wird dies
durch die Einschrankung
der Definitionsmenge
auf R erreicht.

fo ist nicht surjektiv, weil
es kein Argument mit
dem Funktionswert —4
gibt;

fo ist nicht bijektiv, weil fy
nicht surjektiv ist

f4 ist injektiv, weil jeder
Funktionswert hochstens
einmal vorkommt;

fa ist surjektiv, weil jedes
yeW=R{ als
Funktionswert auftritt;

f4 ist bijektiv, weil fg

injektiv und surjektiv ist
y

456 1) Die Arbeitslosenrate ist ein anderes Ande-

rungsma.

2) Nein, denn die Bevolkerungszahl steigt.
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457 1) Furx € [—1; 1] ndhert sich der Graph bei gro-
Ber werdendem Exponenten immer weiter der x-Achse an,
d. h. die Funktionswerte werden immer kleiner. Die Kurve
wird daher flacher.

AuBerhalb des Intervalls werden die Funktionswerte mit
wachsendem Exponenten immer gréfler, die Kurve wird
daher steiler.

2) Multipliziert man eine Zahl aus dem Intervall [—1; 1]
wiederholt mit sich selbst, so wird das Ergebnis (dem
Betrag nach) kleiner, z. B.:

f1(0,5)=0,5-0,5=0,25;
f»(0,5)=0,5-0,5-0,5-0,5=0,0625;

f3(0,5) = 0,5° = 0,015625;

Potenziert man eine Zahl auBerhalb des Intervalls, so
wird das Ergebnis (dem Betrag nach) grofer.

3) Die Uberlegungen aus 1) und 2) kénnen auch auf

Exponenten aus Z; tbertragen werden:
y
A

2 4+

4

-1 +

Far Exponenten aus Z~ gilt es zu beachten, dass die
Division durch immer kleiner werdende positive Zahlen
das Ergebnis vergroflert. Fir x € [—1; 1] wird die Kurve

steiler, auBerhalb des Intervalls wird die Kurve flacher.
y
A

2L

Wi




458 Wenn f und g Umkehrfunktionen sind, dann muss
(8of)(x) = x gelten. Dies kann mithilfe der beiden Grafiken
gezeigt werden:

Wir starten mit der Abbildung links: Die blauen Pfeile
fihren vom Punkt (x|0) tiber die Punkte (x|f(x)) = (x|Inx)
und (f(x)|f(x)) zum Punkt (f(x)|0).

Weiter geht es mit der Abbildung rechts: Die roten Pfeile
fiihren vom Punkt (f(x)|0) Uber den Punkt (f(x)|g(f(x))) =
(fix)|(g o N(x)) und den Punkt ((g o f(x)|(g o N(x)) zurlick
zum Punkt (x|0).

Die Behauptung folgt aus dem Vergleich der x-Koordinaten
der Punkte ((g o f)(x)|(g o f)(x)) und (x|O).

459 1. Schritt: Die Definition von f o g wird verwendet
und der Reihe nach zuerst g(x), dann f(e*) eingesetzt;

2. Schritt: In(e*) wird z gesetzt und die Gleichung durch
Potenzieren gelost. Man erhalt z = x und damit ist
In(e*) = x, also (fo g)(X) = x

(8oh(x) = g(fix)) =g(inx) =e"*; eM*=zs Inx=Inze
sz=x = e=x = (gofx)=eM=x

460 OOXOO
461 f(x) = 5x4; f(—x) = f(x) furallex e R

462

463 XXX OO

464 zur y-Achse; z eine gerade Zahl
465 (D) (B) (A) (B)

466 XO0OOO

467 ODOXNXO

468 a=1; b=2

469 z.B.: g(x) =x3+x2 —2x

470 OXX OO

471 Die Funktion f hat mindestens Grad 4, da es drei
Extremstellen gibt.

472 d > 0; die positive y-Achse
473 p(t)=3!

474 a=

Blw

475 f(x)=3-2%

476 Ware es eine Exponentialfunktion mit f(x) = ¢ - a*,
so musste gelten: ¢ =1 und a = 2, also f(x) = 2X. Bei
x = 2 musste der Funktionswert daher 4 sein, er ist aber
5.

477 a=3; c=2

478 Nach 6 Stunden sind noch rund 5,3 mg vorhanden.
479 a<1;, k<O

480 Pro Meter gehen rund 10,9 % verloren.

481 Die Bakterienkultur wachst pro Stunde um
ca. 19,2 %.

482 Der Anfangsdruck betragt 3,2bar. Nach jeder
Sekunde sinkt der Druck um 60% (1 — 0,4).

483 X(X O OO

484 Um 14:30 Uhr befindet sich nur noch % der Aus-
gangsmenge im Korper.

485 a=1,5; b=3
486 M O OXO

487 Die Winkelgeschwindigkeit betragt 0,4 h~1.

488 XX ONX O

. —X _ a—(—x) —X _ X X _ a—X
489 a) sinh(—x)=¢ 26 =€ 2e =—£ 2e =

= —sinh(x) = sinh(x) ist eine ungerade Funktion;
cosh(—x) = &~ +267H) = e7Fe — et — cosh(x)
= cosh(x) ist eine gerade Funktion;

tann(—) = SES = S = — tanngy

= tanh(x) ist eine ungerade Funktion
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b) Seih(x) = é(% eine Funktion, wobei f(x) eine gerade
Funktion und g(x) eine ungerade Funktion ist. Dann gilt
h(—x) = g(}’% = ffgi(xL) = —h(x) = h(x) ist eine ungerade
Funktion. Wenn f(x) eine ungerade und g(x) eine gerade
Funktion ist, folgt analog, dass h(x) auch da eine unge-
rade Funktion ist.

Wenn f(x) und g(x) beide gerade Funktionen sind, gilt:
h(—x) = gt(:—xxg = g(% = h(x) = h(x) ist eine gerade Funk-
tion.

Wenn f(x) und g(x) beide ungerade Funktionen sind, gilt:
h(—x) = g((_?)% = :—g(% = gﬁ(;% = h(x) = h(x) ist eine gerade
Funktion.

c) (coshx)? —(sinhx)? = (€47)2 —
— (ex)2+2eX2*X+(e*X)2 _ (ex)2—2e"f’x+(e’x)2 -

(£5)? =

_ e +2+e72X _ e2X—2+e7 X _
4 4

_ e 42+e X X422 e2X _ 4 _ 1:
Z =1

coshx +sinhx = €4~ 4 o — etetei=e”

= % =eX

d) sinh(x): Nullstelle bei x = 0; keine Extremstellen;
cosh(x): keine Nullstellen; Minimum bei Xmin = 0;
sinh(x) ist streng monoton steigend;

cosh(x) ist fur x € R~ streng monoton fallend und flr
x € R* streng monoton steigend

e) arsinh(x): D=W=R

arsinh

490 a) zum Beginn und am Ende: lineare Funktion;
in der Mitte: Polynomfunktion;

unabhangige Variable: Zeit (in s);

abhangige Variable: Hohe (in ft);

der Parabelflug beginnt und endet bei einer Flugh6he von
17 000 ft

b) Die Angaben passen auch fur diesen Flugzeugtyp,
da in der Phase 3 Schwerelosigkeit herrscht und diese
20-25 Sekunden dauert. Dabei wird sogar eine Flughdhe
von rund 910 Héhenmeter durchflogen. Die globalen
Minima werden am Beginn (nach 0s) und am Ende (ab
ca. 68s — 73s) des Parabelflugs erreicht, hier ist das
Flugzeug wahrend des Parabelflugs am niedrigsten. Das
Maximum wird zwischen 35s — 37,5 s erreicht, hier ist
das Flugzeug am hochsten Punkt.
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c¢) Die Funktion ist nicht gerade, da sie nicht symme-
trisch bzgl. der y-Achse ist.

Die Funktion ist nicht bijektiv, da zu mehreren Hohenanga-
ben zwei Zeitangaben gehoren, weil das Flugzeug hinauf
und hinunter fliegt.

Thema: Schwingungen in der Musik

T1 Uberlagert man zwei Sinusschwingungen gleicher
Frequenz mit unterschiedlicher Phase, so erhalt man als
Losung eine Schwingung derselben Frequenz.
Uberlagert man Sinusschwingungen verschiedener Fre-
quenzen mit gleicher Phase, so erhalt man eine Schwin-
gung, deren Frequenz der grofRte gemeinsame Teiler der
beiden urspringlichen Frequenzen ist. Ist die Frequenz
einer Schwingung irrational, so ist die Summenschwin-
gung nicht mehr periodisch.

T2 Zwei genau entgegengesetzte bzw. um eine halbe
Periode verschobene Sinusschwingungen gleicher Fre-
quenz léschen sich aus.

T3 Die Funktion wird immer ,spitzer” (bzw. dreieckiger),
je mehr Summanden hinzukommen.

T4 Die Funktion wird immer ,eckiger”
(bzw. rechteckiger), je mehr Summanden hinzukommen.

T5 experimentelle Aufgabe

T6 In beiden Fallen wird der Ton lauter.

a) b)
Ay Ay
s s
3+ TIr s+ r
24 & 24

|
i
| o
T —
—_—
e}
I~
AN
| o
I <
]
pa=——
e}
T~—

2+ i,
f

-3 + -3 +

-4 4+ -4 4+




4. Folgen

491 Im Buch ausgeflhrt.
492 Im Buch ausgeflhrt.

493 a) 1) 85,102

2) Die Folge besteht aus den Vielfachen von 17;
rekursiv: ap+1 =an+17 mitaq = 17;

explizit: ap=n-17 mitn > 1

b) 1) 32,35

2) In jedem Schritt wird 3 addiert;

rekursiv: an+1 =ap + 3 mitaq = 20;

explizit: ap=n-3+17 mitn > 1

c) 1) 9,11

2) Die Folge besteht aus den ungeraden Zahlen;
rekursiv: an+1 =an+2 mitaq =1,

explizit: ap=n-2—1mitn>1

d) 1) 32,64

2) In jedem Schritt wird mit 2 multipliziert;
rekursiv: ap+1 =2 -an mitaq = 2;

explizit: apn=2" mitn > 1

e) 1) 1,1

2) Die Folge besteht abwechselnd aus 1 und —1;

rekursiv: ap+1 = an - (—1) mitaq = 1;
explizit: ap = (—1)"*1 mitn > 1

1 1
) 1) 555 —729

2) In jedem Schritt wird mit —l multipliziert;
rekursiv: an+1 = —% -ap mitas = 1;

3 3
explizit: ap = (—1)"*1 L mitn > 1

494 OOXONX

495 a) (an)=(3.3.%.%.%¢...))
b) (an)=(4,7,10,13,16,...)
c) (an)= (1392781,...)

d (an)=(1-31-%21..)
e) (an)=(2,0,2,0,2,...)

f) (an)—(O,l,f,f,\/Z,...)

496 a) (an)=(1,3,5,7,9,...)

b) (an)=(0,—3,—9,—21,-45,...)
©) (an)=(%% 3 88, 8463 )

24" 16"’ 256’ 65536’
_ 2 2 2 2
d @)=(2%3 7% & 161

497 Oft ist es einfacher, eine gegebene Folge mithilfe
der rekursiven Darstellung zu beschreiben. Es gibt sogar
Folgen, die nur rekursiv (und nicht explizit) dargestellt
werden konnen.

Kennt man die explizite Darstellung einer Folge (ap), so
kann man ein beliebiges Folgeglied, z.B. a1gg sofort
berechnen. Ist lediglich die rekursive Darstellung bekannt,
so bendtigt man dafir stets das vorhergehende Folge-
glied, also agg und daher auch agg, agy usw.

498 a) (ap)=(-0,5;0;0,5;1;1,5;...)
b) (an)=(-1,5;-2;-1,5;0;2,5;...)
c) (ap)=(0,3,2,5,4,...)

d) (@,)=(9,7,5,3,1,...)

499 a) (an)=(2,4,6,8,10,...)

an

20 ]
.
16 )
.
12 )
.
.
.
4 3
7 I I I I I I I I I S
0 T T T T T T T T T T >
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

b) (an)=(-2,-1,0,1,2,...)

an

.
6 .

.
4 3
.
2 .
.

n
0 4t
2:':;[2345678910

c) (@n)=(-11-11-1,...)

L s
N+

® W
o

e Ol
o

¢ ~N -
(o]

® O
&

o
o
© ettt
Q
>
L]
L]
L]
—+e
v

[
N 4
W+
N
O+ e
o+ e
~N-e
0 e
© e

10

an
14 e
0,5
L]
R S S S
12345(%78910
-0,5 .
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f) (an)=1(2,4,8,16,32,...) 507 Im Buch ausgefuhrt.

an
500 . 508 a) an < an+1
3n—1 _ 3(+1)-1
400 g7n<%
300 I (B3n—1)-(2n+2)<(3n+2)-2n
200 6n2+4n—2<6n%2+4n
100 1 -2<0 WA
e an
© 1 2 3 4 5 6 7 8 9 15 I I
1 °

500 1) a,=nmitn>1
2) (ap)=(1,2,3,—2,-19,..) 05
Nur die ersten 3 Folgenglieder sind gleich. Eine Folge ist f

0
durch die Angabe von endlich vielen Folgengliedern nicht t 23 4 5 6 7 8 910
eindeutig festgelegt! b) an < an+1
s < 301
501 1) (6;8,80;11,04;12,83;14,27;15,41; n+ n+db+
16,33; 1)7 (()6'17 65;18,12;18,50; 18,80; 19,04; (Bn+1)-(3n+5)<(5n+6) (3n+2)
Ty T S T A A 15n%2+28n+5 < 15n% +28n+12
19,23;19,38;19,51;19,61;19,68;19,75;19,80;19,84;...)
T 5«12 w. A.
20 4N ......oooooo an
16 o0
1,5 Py . . . ] ® L2 $ $
l L]
0,5
O "2 4 & 8 10 12 14 16 18 20 | T I O O I O O
_ © 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2) Nach 9 Minuten hat das Getrank Uber 18 °C.
3) Die Raumtemperatur wird vermutlich 20 °C betragen, c) an < an+1
da sich die Folge immer mehr diesem Wert nahert. =1+an < ‘%1(2,7(21’)1)
(—=1+2n)-(2+n)<(2n+1)-(1+n)
502 1) (84;83,75;83,02;81,85;80,27;78,36; —24+3n+2n2<3n+1+2n2
76,20;73,84;71,36;68,83;66,29;63,78;61,34; o<1 WA,
58,99, 56,75, 54,63, 52,63, 50,76; 49,00, 47,37, an
45,85;...) T S
T 1,5 Lo .
80+ e, Py 1 .
60 oooo..... 0,5 °
40 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ;n
© 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 "2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 d) an < ap+1
3n? < 3(n+1)?
1+2n 1+2(n+1)

3n2-(3+2n) <3(+1)2-(1+2n)

2) Nach 18 Minuten ist der Braten kalter als 50 °C.

2 3 3 2
503 DDXDX 9n“+6n <6n2+15n +12n+3
0<2n“+4n+1 w.A.VneN
504 Jede Stunde verbraucht die Rotbuche 2,4 kg CO,. an
15 .
505 Die Bevolkerungszahl im Jahr 2001 betrug 88 472. 10 —
Jedes Jahr wachst die Zahl auf das 1,026-fache, also um 5 L. I
2Y6 %. L4 7 T | | | | | | | J
© 4 2 3 4 5 6 7 8 9 10

506 Im Buch ausgefihrt.
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509 a) an > an+1
=3n+1 > =3(n+1)+1
2n 2(n+1)

(=3n+1)-(2n+2)>(=3n—-2)-2n

5 11 17 23 29 .
510 a) (3.9 % % o)

streng monoton wachsend:

an <an+1
—6n2—4n+2>-6n2—4n Ggfl<4_ge‘>2n(+151
n n
2>0 wA 6n—1)-(2n+2) < (6n+5)-2n
OF”": T S Y Y Y B 12n2+10n—-2<12n2+10n
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 N -2<0 w. A.
-0,5 an
-1 ° 3 . ° ° ° ° [ (3
15 R S T T PSSP 2,5 .
2 n
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 »
? 77nf£>afn77nl+1)+1 125 45 6 7 8 8 d0
_§n+%>_‘;’(n+é)+l 1111 1
=5ni1 > 30— b) (3.5% 53 )
(=7n+1)-(-3n—=2)>(=7n—-06)-(=3n+1) streng monoton fallend:
21n2+11n—2>21n?+11n—6 an > an+1
_ _ 1 1
2> -6 w. A. m>m
3“'3" 2n+3>2n+1
i 3>1 w. A,
2,5 + . . + + + ') ') 3 an
2T 0,375
1,5 +
11 0,25
0,5 + 0,125 e ] by
S A "
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
c) an > an+1 c) (44,3632 100 ),
1-2ny 1-2(n+1) 3n s 3 Tl
1—2n). (21:’,77) > (ii(”_+21)n) An) streng monoton wachsend:
an < a
2-3n—2n2>-1-3n—2n? 4t alnerp
2> -1 w. A. n+2 (n+1)+2
o 4n2-(n+3)<4(n+1)2-(n+2)
o — 4n3+12n?2 < 4n3+16n2+20n+8
05 17 3 13 818 3 7% 0<4n2+20n+8 Ww.A.VneN
an
1 . It
+ 30 +
-1,5 $ . + .
* * . ° 20 3 2
10 -
d) an > an+1 JO | 5
Trsw ” TiIe Ty o+ttt
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1+2(n2+2n+1)>1+2n?
2n2+4n+3>1+2n?
2n> -1 w.A.Vn e N
A%n
04+
03+ °
0,2 +
014 .
S N S S
0O 41 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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511 a) streng b) streng monoton

monoton fallend: fallend:
an > an+1 an > an+1
1 1 1
35 > 2(n+1) o+l > D(n+1)+T
2n+2>2n on+2 5, on+l
2>0 wA 4>2  wA.
c) streng monoton d) keines von beiden,
wachsend: da z.B. a1 < ap, aber
an < an+1 as > as
A - 1
2n 2(n+1)
AL >
2n 2(n+1)
2n+2>2n
2>0 w. A.

512 X O XX O

513 a) nicht monoton,daz.B. a1 > ay, aberas < ag

b) nicht monoton, da z.B. a1 > ap, aberaz < as

¢) nicht monoton, da z.B. a1 < ap, aber as > a3

d) nicht monoton, da z.B. a1 < ap, aber aio > aq3
514 a) z.B.:a,=2n+3 b) z.B.:a,=1-2n
c) z.B.:a,=(-1)

515 a) 2 ist obere Schranke, % ist keine obere
Schranke
b) 3 ist obere Schranke, 3 ist keine obere Schranke

516 a) 1 ist untere Schranke, %
Schranke
b) —1 und —1 sind untere Schranken

ist keine untere

517 a) untere Schranken: z.B.: 0,1
obere Schranken: z.B.: 4,12
Beweis fur 1 < ap: Beweis flr an < 4:

1 < 4n—3 4n—-3 < 4
S - =
n<4n-3 4n—3<4n
3<3n -3<0 w. A.
1<n w. A.
Beweis der anderen Schranken analog.
A0
4__ L]
3+ . hd T
2 -
1+ 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 :n
O T T T T T T T T T T

10
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b) untere Schranken: z.B.: —2,0

obere Schranken: z.B.:
zB.0<ap<i

1
5

Beweis fiir O < ap:

3

Beweis fiir a, < L:

5
1 1
0< n+4 n+4 < 5
0<1 wA S5<n+4
1<n w. A. Yn € N*
Beweis der anderen Schranken analog.
an
0,2 .
L]
* L]
01 T *+ ¢ L4 ° °
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ;n
O T T T T T T T T T T ke
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

¢) untere Schranken: z.B.: -5, —4

obere Schranken: z.B.: —2,0

Beweis fiir —4 < an:
4n?
—4< 1-2n2
—4.(1-2n2%)>4n?

—4+8n? > 4n?

Beweis flir an < —2:

4n?
1-2n2 =

< -2
4n? > —2(1—2n?)
4n2 >4n2 -2

4n? >4 0>-2 WA
n2>1  wA.
Beweis der anderen Schranken analog.
an
T 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ;n
O T T T T T T T T T T bl
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-2 3 'S . . . . . . .
-4 .
518 a) untere Schranken: z.B.: -2, 3
obere Schranken: z.B.: 6, 28
an
6 3
4
2 $ * . . . 0 . °
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ;n
O T T T T T T T T T T b
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
b) untere Schranken: z.B.: —4, -2
obere Schranken: z.B.: 3,2
an J
1 b . . .
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ;n
O T T T T T T T T T T bl
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1 Py + +
-2 .



¢) untere Schranken: z.B.: —2,0

obere Schranken: z.B.: 2,5
an

2 °

519 a) a,<3 b) a,<$ ¢) a<2
d) a, <3

520 a) —-3<a, b -
d O<ap

521 a) beschrankt; 0<a, <1
b) beschrankt; —1<ap,<—3

522 a) z.B..a,=4-2n

oderan;+1 =ap—3 mita; =2

b) z.B..ajp=noderan+1 =an+2mitas =15

¢) z.B. ap=(—1)"-n? oderap.1=—2a, mtag =3
_ (5 11 17 23 29 .

523 a) (an)= (jr 46810 " -),

streng monoton wachsend; % <ap<3

b) (@n)=(3.5. 7.5 11 -);

streng monoton fallend; 0 < ap < %

- (11 3 4 5 .
©) (@n)=(5 7 11 14 17 )
anﬁ%

streng monoton wachsend, % <

d) (@)= (-1 -4 -5, -2-L....);

streng monoton steigend; —1 <ap < —%

524 a) z.B.:a,=3-n,neN*
b) z.B.. a,=100=3 pecN*
c) z.B.: an=—1+%ﬁ,nel\1*

525 a) Die Folge nimmt abwechselnd die Werte O und
2 an. GroRere oder kleinere Werte treten nicht auf, daher
ist die Folge nach unten und nach oben beschrankt. O
bzw. 2 ist grofdte untere bzw. kleinste obere Schranke.
b) Die Folge fallt monoton. Das erste Folgenglied
(a1 = 5%) ist somit auch das grofte und somit auch
die kleinste obere Schranke der Folge. Alle Folgenglieder
sind positiv, weil im Bildungsgesetz nur Produkte positi-
ver Zahlen vorkommen. Null ist daher sicher eine untere
Schranke. Null ist zugleich die groite untere Schranke,
weil die Folgenglieder (wegen fortgesetzter Multiplikation
mit 0,9) fur genugend groRe n jede noch so kleine posi-
tive Schranke unterlaufen.

526 a) Esgilta, <a; Vn e N* = a, ist eine obere
Schranke. Keine andere obere Schranke kann kleiner als
a1 sein. = a4 ist die kleinste obere Schranke.

b) Esgilta; < an Vn € N* = aq ist eine untere
Schranke. Keine andere untere Schranke kann grofer
als aq sein. = aq ist die grofte untere Schranke.

527 Im Buch ausgefuhrt.
528 Im Buch ausgefuhrt.

529 a) Ilm a,=2 b) Im ap=1

n— oo n— oo

c) lim a, =0 d) lim ap =1
n— oo n— oo

530 a) |22 -3|<e= B <e=> R -3<n

Flr jedes noch so kleine positive ¢ liegen alle Folgenglie-

der mit dem Index n > %2 — 2 in der entsprechenden

e-Umgebung von 3. Damit konvergiert die Folge gegen 3.

3n-—2 7 7 _5

b) 3858 -1<e= ghs<e=>F-3<n

Fur jedes noch so kleine positive ¢ liegen alle Folgenglie-
der mit dem Index n > 2= — 2 in der entsprechenden

e-Umgebung von 1. Damit konvergiert die Folge gegen 1.

3n 3 9 9 3
¢ |tz —dl<e= @n-34 <€= e Tz <n

Flr jedes noch so kleine positive ¢ liegen alle Folgenglie-
der mit dem Index n > 72— + 3 in der entsprechenden
e-Umgebung von 2. Damit konvergiert die Folge gegen 3.

2+3n _ 3 5 5 _686
d [535-3<e= s <e=>2—8<n

Fur jedes noch so kleine positive ¢ liegen alle Folgenglie-
der mit dem Index n > 4—56 — % in der entsprechenden

e-Umgebung von 3. Damit konvergiert die Folge gegen 3.

531 1) (6,4,49,3/14 8 18 5 22 12 )

731 53’7!2!9!5!
Aan
6+ e
5__
4+~ e
34 C .,
2 + ......’00000000
14
T T T T T T N T T N T TR O SO N SN T M L
o T Tttt T 1T »
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

2) nILmoo an=2

3) ab dem 14. Folgenglied

4) 2+%-2/<e=>t<e2<n

Fur jedes noch so kleine positive € liegen alle Folgen-
glieder mit dem Index n > % in der entsprechenden
e-Umgebung von 2. Damit konvergiert die Folge gegen 2.
Fir € = 0,3 erhalt man n > % ~ 13,33, d.h. ab dem
14. Folgenglied liegen alle weiteren Folgenglieder in der
e-Umgebung vom Grenzwert 2.
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532 a) abN=9 b) abN=5 ¢) abN=5
d) abN=82

533 |im a, =0;

n—oo
|EL —0o|<e=i<e=icn
Fir jedes noch so kleine positive ¢ liegen alle Folgen-
glieder mit dem Index n > % in der entsprechenden
e-Umgebung von 0. Damit ist a, eine Nullfolge.

534 Die Folge nimmt abwechselnd die Werte 2 und —2
an. Wahlt man € < 1, so liegen zwei aufeinanderfolgende
Folgenglieder sicher nicht in derselben e-Umgebung eines
Wertes a € R. Es gibt daher keinen Grenzwert.

an
2 3 3 3 3 3
1 i
| )

A
=
nl
N
wd
N
ol
o
~
(o4]
ol
5

535 a) [1-0l<e=>1<n

Fir jedes noch so kleine positive ¢ liegen alle Folgen-
glieder mit dem Index n > % in der entsprechenden
e-Umgebung von 0. Damit ist a, eine Nullfolge.

b) |n%_0|<5:>%<”

Fir jedes noch so kleine positive ¢ liegen alle Folgen-
glieder mit dem Index n > % in der entsprechenden
e-Umgebung von 0. Damit ist a, eine Nullfolge.

¢) |2-0<e=L<n

Fir jedes noch so kleine positive € liegen alle Folgen-
glieder mit dem Index n > 1?0 in der entsprechenden
e-Umgebung von 0. Damit ist a, eine Nullfolge.

d |-+ -0<e=>2L <n
Fir jedes noch so kleine positive ¢ liegen alle Folgen-
glieder mit dem Index n > % in der entsprechenden
e-Umgebung von 0. Damit ist a, eine Nullfolge.

e) |zt5-0l<e=>L —1<n

Fir jedes noch so kleine positive ¢ liegen alle Folgen-
glieder mit dem Index n > % — 1 in der entsprechenden
e-Umgebung von 0. Damit ist a, eine Nullfolge.

f) |1._3p _n
2 3n?2+3 2n2+2

on<e2n?+2)©0<2en’—n+2e=>

= “7”4;1652 < n (quadratische Lésungsformel)

Fur jedes noch so kleine positive ¢ liegen alle Folgen-
glieder mit dem Index n > 1”7”4;1652 in der entspre-
chenden e-Umgebung von 0. Damit ist a, eine Nullfolge.

-0l<e= <egee

536 a) lm a,=—3 b) lim a,=0
— OQ

n— oo

¢ lima,=3 d Im a,=1
n— oo n— oo

50

ST @) lim an=1 b lim 2=

538 a) nlim an=0
— Q0

1 1 1 1
lzrs1 —Ol<e= g <e= 35 —35<n
Flr jedes noch so kleine positive ¢ liegen alle Folgen-
1 _ 1

glieder mit dem Index n > 5= — 5 in der entsprechenden

e-Umgebung von 0. Damit ist a, eine Nullfolge.
Ab N = 500 ist der Abstand zum Grenzwert kleiner
1
als 1060
b) Ilim a,=1
n—oo

2n—13 _ 14 14 1
gt —l<e= iy <e=3t-5<n
Flr jedes noch so kleine positive ¢ liegen alle Folgen-

glieder mit dem Index n > % — % in der entsprechenden

e-Umgebung von 1. Damit konvergiert die Folge gegen 1.
Ab N = 7000 ist der Abstand zum Grenzwert kleiner

1
als 1955

. n _1
¢ lim 375 =3

|32 — 5l < &= lonzsl <e= gip < ¢

= 258 <

Fir jedes noch so kleine positive ¢ liegen alle Folgen-
glieder mit dem Index n > % in der entsprechenden
e-Umgebung von £. Damit konvergiert die Folge gegen 1.
Ab N = 222 ist der Abstand zum Grenzwert kleiner

1
als 1006+

d Iim a,=1

n—oo
2
|25 -1 <e=> Ay <e=>4/-1<n
Flr jedes noch so kleine positive ¢ liegen alle Folgen-
glieder mit dem Indexn > - /% — 1 in der entsprechenden
e-Umgebung von 1. Damit konvergiert die Folge gegen 1.
Ab N = 32 ist der Abstand zum Grenzwert kleiner

als 1d55-
539 W OXX O

540 (ap) ist die Folge der Zweierpotenzen, also 1, 2, 4,
8,16, 32, ...

Weil die Folgenglieder immer groRer werden, ist (ap)
sicher nicht konvergent.

541 a) z.B.. a,=12%3 b) z.B.: a,= 1

n n2+3n
¢) zB:a,=23% d) zB.:a,=5n
2
e) z.B. an=%



542 a) 1) an > an+1

an>an-3

an>0

Alle Folgenglieder sind positiv, damit stimmt die Aussage
= (ap) ist streng monoton fallend und a, besitzt damit
auch die untere Schranke 0.

2) a=a- % & a=0; Der Grenzwert ist daher O.

b) 1) an > an+1
an>%
2ap >0
ap >0
Alle Folgenglieder sind positiv, damit stimmt die Aussage
= (ap) ist streng monoton fallend und a, besitzt damit
auch die untere Schranke 0.
2) a=§<2a=0sa=0;
Der Grenzwert ist daher O.
c) 1) an > an+1
an>3i+%
6a, > 3+2ap
an> 3
Esgilta; =2 > 2, undista, > 3, so ist auch

3
an+1=3+% > 5+% = 3. Damit sind alle Folgenglieder
grofer als %. = (ap) ist streng monoton fallend und a,
besitzt die untere Schranke 3.

_1 _ _3
2) a—§+g©6a—3+2a©a—z

Der Grenzwert ist daher 3.

d) 1) an > an+1
an>%+3
10a, > 2an,+5
an> 3
Esgilta; =2 > §,und ista, > 3, so ist auch

ans1=2+1> £+1 = 5. Damitsind alle Folgenglieder
grofer als g. = (ap) ist streng monoton fallend und a,
besitzt die untere Schranke g.

2) a=2¢+}o10a=2a+5ea=3

Der Grenzwert ist daher 3.

543 a) an > an+1
an>an- %
-an>0

wIN

an>0

Alle Folgenglieder sind positiv, damit stimmt die Aussage.

= (ap) ist streng monoton fallend und a, besitzt die

untere Schranke 0.

a=a- % < a=0; Der Grenzwert ist daher O.

b) Aus dem Bildungsgesetz erkennt man, dass die Folge
mit jedem Schritt um 2 kleiner wird. Sie ist daher streng
monoton fallend, aber es gibt keine untere Schranke und
daher auch keinen Grenzwert.

544 a) Einsetzen von 4 in die rekursive Definition lie-
fert immer den Wert 4. Die Folge ist daher konstant und
hat den Grenzwert 4 (a= 1 -.a+2 < a=4).

2
b) an > an+1
an>an—3-an
la,>0
an>0

Alle Folgenglieder sind positiv, da ap+1 =an — 3 -an =
=1 .ap und a; > 0. Damit stimmt die Aussage.

= (ap) ist streng monoton fallend und a, besitzt die
untere Schranke O.

a=a—3%ae 3a=0« a=0; DerGrenzwert ist
daher O.

545 Im Buch ausgeflhrt.

546 /2: f(1) < Oundf(2)>0 =>ac(l;2)
f(1,4) <0und f(1,5) >0 = ae(1,4;1,5)
f(1,41) < O und f(1,42) > 0 = a € (1,41;1,42)

VT f2)<O0undf(3) >0 =aec(2;3)
f(2,6) < 0und f(2,7) >0 = ae€(2,6;2,7)
f(2,64) < O und f(2,65) > 0 = a € (2,64, 2,65)

547 f(x) = x2 — 5, da diese Funktion die positive Null-
stelle v/5 hat.

548 a) (an) =(2;2,25;2,370;2,441;2,488;2,522;
2,546;2,566;2,581;2,594;...); aio0 ~ 2,705;
aiol ~ 2,705; a1000 ~ 2,717; a1001 ~ 2,717;
streng monoton steigend; Schranken: S, =2; Sp=e
b) (an) = (4;3,375;3,160; 3,052;2,986; 2,942;
2,910;2,887;2,868;2,853;...); aioo ~ 2,732;
alol ~ 2,732; da1000 ~ 2,720; da1001 ~ 2,720;
streng monoton fallend; Schranken: S, =e,S, =4
c) (an) = (2;1,125;0,790;0,610;0,498;0,420;
0,364;0,321;0,287;0,259;...); ai00 ~ 0,027;
aio1 ~ 0,027; a1000 ~ 0,003; a1001 ~ 0,003;
streng monoton fallend; Schranken: Sy, =0, S, =2

549 1) Tabellenkalkulation
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2) (ap) ist monoton wachsend und nach oben
beschrankt = (ap) ist konvergent (vgl. Aufg. 616)

(bp) ist monoton fallend und nach unten beschrankt =
(bp) ist konvergent

Die Differenz b, — an geht gegen 0, daher haben a, und
bn denselben Grenzwert. Laut Angabe konvergieren die
Folgen gegen die Eulersche Zahl e.

red
3+ ..‘o?f..
= esesvessestitiittisisssIsIssIssIsIIstIIL
2 o an
14
1 1 1 1 1 1 1 1 1 Ln
O T T T T T T T T T v
10 20 30 40 50

3) Die reelle Zahl e kann als Ergebnis einer Intervall-
schachtelung (an; bn) definiert werden. Die Intervalle wer-
den beliebig klein; sie ,ziehen“ sich gewissermafien auf
einen Punkt der Zahlengeraden zusammen:

< | | s . . . s | | >

< 1 1 ¢ t t t > 1 1 >
1 2 3 4 5

< | | | . . | | | | >

< 1 1 1 T T 1 1 1 1 >
1 2 3 4 5

< | | | . . | | | | >

< 1 1 1 t t 1 1 1 1 >
1 2 3 4 5

550a)2b)5c)%d)—2e)0
f) -1

551 a) ~0,69 b) ~-0,69 ¢) ~1,15
d ~1 e ~3 f) ~-1

552 Die rationalen Zahlen fullen die Zahlengerade nicht
zur Ganze aus. Es gibt ,Llicken” in der Zahlengeraden,
die mit den irrationalen Zahlen geschlossen werden kon-
nen.

553 Weder N noch Z sind dicht (wahle z.B. a =1 und
b=2).

@ und R sind dicht, da flir zwei Zahlen a und b auch %
in dem Zahlbereich liegt.

554 a) Leonhard Euler, 1737
b) Charles Hermite, 1873

555 Im Buch ausgefuhrt.

556 1) G,=30+90n

2) Das Modell ist nur begrenzt gultig, denn ab einer
bestimmten Woche waren mehr Personen erkrankt als
es Einwohner in der Kleinstadt gibt.

557 WO O O0OX
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558 a) b)
(3.3.3,8.14,..) (-3,-1,1,3,5,...)

et
N e
W e
N

U1+

an an It
10 + 4 T
.
. n
5 0 $ >

.
Il Il Il Il Il
T T T T T -4
O 1 2 3 4 5
c) d)
4,8 .31 _ 197513
( 1, 4 2" 4 2, ) (4’1’4’2’4" )
an an
o 4 .
1 2 3 4 5 . ¢+
-1 L 2 L
. .
2 R I e
1 2 3 4 5

559 (B) (A) (D) (©)

560 a) ap=10; k=-1; explizit: ap =10 —n;
rekursiv: an+1 =ap—1; ap=10
7

b) ao=3%; k=-%; explizit: ap =4 — In;
- 17

rekursiv: any1=an—4; ao=3
¢) ao=%2; k=-1%; explizit: a, = 2 — Ln;

rekursiv: any1=an— £; ap =2

d) ag=-5; k= ?0; explizit: an = —5 + 23—°n;
rekursiv: apy1=an+%; ao=-5

561 a) rekursiv:i apyq1 =an+ %; ap=1;
explizit: ap =1+ 2n

b) rekursiv: aps1=ap—3; ao=2;

explizit: ap=2—%n

c€) rekursiv: an+1 =an — ==
explizit: ap =8 — 75 n

ap =8;

d) rekursiv: a,+1=an+2; ap=2;
explizit: ap =2+ 2n

562 a) ag = 16; aioo = —168
b) asg = 32; a100 = 308
c) ag=1,9; aipo=-16,5

d) ag=3}; ajoo=2L8

563 a) u=84cm b) u=96cm ¢) u=108cm

564 1) a, =135+ 15n oder

an+1 =ap+15,a0 =135;

nach 1 Monat: 150€; nach 2 Monaten: 165 €;
nach 5 Monaten: 210€; nach 18 Monaten: 405€
2) mindestes 15 Monate

3) 9 Monate



565 a) a,=1,8—zil:n

oder ans+1 = an — ye5; a0 = 1,8;

Die Wasserhohe nimmt linear ab, da in jeder Minute der
Wasserstand um den gleichen Betrag sinkt.

b) nach 10 Minuten: 105800,

nach 120 Minuten: 816001; nach 1 Tag: 420001

c) 491 Minuten bzw. Uber 8 Stunden

566 a) nein,davon a4 aufaszweimal k addiert wurde
= k=13, aberas#az+3
b) ja,an=-10+2n
¢) ja,an=-3+3n

567 a) wennk>0 b) wennk<O
c) wennk>0 d) wennk<O e) wennk=0
f) wennk#0 g) wennk=0

568 a) (ap)und (by) sind arithmetische Folgen, also
an+1 =antkundbpi1 =bp+l=Spi1=an+1+bp+1 =

=(an+k)+(bp+l)=an+bp+k+lI=sp,+mmitm=k+1;
Damit ist (sp) eine arithmetische Folge.

b) (ap) ist eine arithmetische Folge, also ap+1 =an + k
undap=ap_1+k=>an_1=an—Kk

= an,jzauﬂ — aufk;aﬁk — 2%1 =ap,

Ab dem zweiten Folgenglied ist jedes Glied einer arithme-
tischen Folge immer das arithmetische Mittel der Nach-
barglieder.

569 Im Buch ausgefiihrt.
570 OXOXO

571 a) (0,5;1;2;4;8;...)

an
L]
400
200 $
L]
4 ¢ ¢ ry ('} L] 7 1 1 1 ;n
0 v T T T T T T T T T T bl
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
b) (2,10,50,250,1250,...)
A8n
30000 + 2
20000 +
10000 +
4 L]
+ + Y L4 | | N
O T T T T T T hg
1 2 3 4 5 6

¢ (4211%1%..)

an
4
3
2 °
1 °
S S S S S R
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
d) (16;4;1;0,25;0,0625;...)
an
16
14
12
10
8
6
4 3
2 ° n
0 41 2 3 4 5 6 7 8 9 10
572 Wahlez.B. bg=1 )'(_1)

b1 =-3-1+2=-1

bo=-3-(—1)+2=5

b3 =-3-5+2=-13
Der Quotient zweier aufeinanderfolgender Folgenglieder
ist nicht konstant = (bp) ist keine geometrische Folge

573 (B) @ (0] (B)

574 a) bo =1 (oderbg=—1); q=2(oderq=—2);
explizit: by =1 -2" (oder by = —% - (—2)");

rekursiv: bo = %; b1 =2bp

(oder bg = —%; bpy1 = —2bp)

b) bg =8 (oder bg = —8); q =2 (oderq=—-2);
explizit: b, =8-2" (oder b, = -8 - (—2)");

rekursiv: bo =8; bp+1=2bp

(oder bg = —8; bp+1 =—2bp)

¢) bp=16; g=1 (oderq=-13)

explizit: by =16 - (%)" (oder by =16 (—3)");
rekursiv: bo =16; bpr1 =% (oderb, g =—"5%)

d) bo=16; q=1%; explizit: by =16-(%)";

rekursiv: bg =16; bpi+1 = bjf

) (28

575 a) rekursiv: byy1=bn-3; bo=2;
explizit: by =2 - (%)”

b) rekursiv: by1 =bp-g; bo = 10;
explizit: by =10 - ()"

c) rekursiv: bp+1 =bp, -

explizit: bp, = 40 - (\5/%)”

d) rekursiv: bp+1 =bn-V2; bg=5;
explizit: by =5 (V2)"

\5/%; bo = 40;
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576 a) ja, by = 145 - 2"

b) ja, b, =81-(%)"

¢) ja,bp=256-(—3)"

d) nein, da von b4 auf b17 fUnfmal mit g multipliziert
wurde = g = —1, aber baz # by7 - (—1)16

577 a) big=3072; byy=3145728
b) b10 ~ —0,23; b20 ~ —0,01

c) by =~ 527,07; by ~ 15245,67;
(@=14; bo=5°3%)

d) biox9,4-1073; by x9,2-1075;
(q=0,5; bg=29,6)

578 u =~ 269,27 mm
(Seitenlangen: 69,22 mm und 88,05 mm)
579 1) z.B.: b, =500-1,025"
Jahre 1 2 5 10 15
Guthaben (in€) | 512,5 | 525,3 | 565,7 | 640,0 | 724,2

2) 8 lJahre

580 1) b,=100-({/2)"

2) 10 Tage

3) Die Lésung hangt nicht vom Anfangswert ab:
4.bo=bo-q" & 4=q" & n=log,4

= n hangt nicht von bg ab.

4) Das Modell ist nur anfangs realistisch, da das Was-
serbecken begrenzt ist und die Wasserlinsen daher nur
bis zu einer bestimmten Grenze wachsen kénnen.

581 a) Zu Beginn gibt es 1418 Einwohner; die Zahl
steigt mit der Zeit um 2,5 %.

b) anfangs 646 Einwohner; die Zahl steigt mit der Zeit
um 7%

c) anfangs 349 Einwohner; die Zahl fallt mit der Zeit
um 5%

d) anfangs 895 Einwohner; die Zahl fallt mit der Zeit
um 21 %

582 ja, eine konstante Folge, wie z.B. ap =5
(ah=5+0-nbzw. ap=5-1")

583 1) bn < bn+1
bo-q”<bo-q”+1 |:b

qn < qn+1 | :qn

1<q
Damit ist die geometrische Folge streng monoton stei-
gend fir g > 1. Die Voraussetzung by > O ist notwendig,
weil sich sonst das Relationszeichen im zweiten Schritt

umkehren wirde.

54

2) bn > bpy1
bo-q" > bo-q"*1 | :bg
qn>qn+1 |:qn
1>q

Damit ist die geometrische Folge streng monoton fallend
fir g < 1 und g > 0. Ware g < 0, so wirde sich das
Relationszeichen im letzten Schritt umkehren.

3) g=1= by=bg- 1" = by = Die Folge ist konstant.
4) g<0=qg=—[glundq"” =(—q])"=(~1)"-]q|" und
somit by = bg - (—1)" - |q|"

Der Term (—1)" bewirkt, dass sich positive und negative
Folgenglieder abwechseln.

584 (by) ist eine geometrische Folge, also b,+1 = bp-q

Undbn=bn71~q=>bn,1=bn-%

= GM(bp—1,bn+1) =+vbn—1-bn+1=+/bn" % ~bn-q=

Ab dem zweiten Folgenglied ist jedes Glied einer geome-
trischen Folge immer das geometrische Mittel der Nach-
barglieder.

585 QX 0O OX
586 O0O0OX0OO
587 XOONXO
588 O XX O X

589 a) exponentielle Abnahme;
konstante relative Anderung: —1,2 - 1074
b) lineares Wachstum;

konstante mittlere Anderung: k=1,25

c¢) lineare Abnahme;

konstante mittlere Anderung: k = —54 000

590 a) 1) lineare Abnahme, diskretes Modell;

Der Bestand wird in gleichen diskreten Zeitschritten
immer um denselben Wert kleiner.

2) yo=100; absolute Anderung: k = —5

b) 1) lineare Zunahme, kontinuierliches Modell;

Der Bestand wird in gleichen Zeitschritten immer um den-
selben Wert grofer.

2) yo=10; mittlere Anderungsrate: k =2

c) 1) exponentielle Zunahme, diskretes Modell;

Der Bestand wird in gleichen diskreten Zeitschritten
immer um denselben Faktor grofer.

2) yp=20; relative Anderung: g—1=v2—-1~ 0,26
= Zunahme um 26 %



d) 1) exponentielle Abnahme,

kontinuierliches Modell;

Der Bestand wird in gleichen Zeitschritten immer um den-
selben Faktor kleiner.

2) yo=800; relative Anderung: g—1=3-1=-0,25
= Abnahme um 25%

591 X OXXO
592 Im Buch ausgefuhrt.
593 Im Buch ausgeflhrt.

594 1) Kyi1=Kny+ 45 (175—Ks); Ko =49

Kn (incm)

180
160
140
120
100
80
60
40
20

n (in Monaten)

12 24 36 48 60 72 84 96 108 120

2) Die Korpergrofe jedes Menschen ist nach oben
beschrankt. Diese Tatsache wird auch im Modell abge-
bildet. Vergleicht man die errechneten Werte mit empiri-
schen Daten, lasst sich feststellen, dass die errechneten
Werte tendenziell ein wenig zu hoch sind.

595 OX XX O

596 1) Tp4+1=Tp+0,2-(100—T,),
Tn (in°C)

***************** o e e s e e T e
P

To=5

100
80
60
40

20
n (in Minuten)

Ol "5 4 6 8 10 12 14 16 18 20

2) ca. 5 Minuten 3) ca. 9 Minuten

597 1) lhy1=Ih+ % (2570 —1,); Ilp=10
2) nach rund 5 Wochen

3) Bei der Anzahl der Gesunden liegt eine diskrete
exponentielle Abnahme vor, da die relative Anderung pro
Schritt konstant ist.

Woche | O | 1 | 2 | 3|4 |5 |6|7|8|9]|10
Gesunde | 2560 [ 1707 | 1138|759 |506 | 337 225|150 |100 |67 | 44

4) Im Modell andert sich Ip auf 1 bzw. 100. Die Kurve
ist anfangs etwas steiler, je je nachdem, ob zu Beginn 1
oder 100 Personen infiziert waren. Im weiteren Verlauf
macht dies aber nur einen sehr geringen Unterschied.

598 1) ypi1=Yn+ 357 Yn(7T5—Yyn); Yo=02m
AV (inm)

60 + o

50 + .

40 + 5
30 4 .
20 + *

10 + o*

0”f... I I I I I

O ; T T T T T T : T T T
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

nl(in Jahren)

2)

Jahre 10 20 30 40 50
GroBe (inm) | 1,2 | 7,1 | 31,0 | 63,6 | 73,5

3) Der Baum wachst im Alter von etwa 30-35 Jahren
am schnellsten.

599 1) ypi1=Yn+ gudog Yo (10000 —yy);
Yo =1000
2)

Jahre 10 20 30
2449 4920 7492

Anzahl der Blauwale

3) nach 61 Jahren
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600 1) Ini1=In+ gig In- (2500 —Ip);

nach 19 Tagen

2500 A cesssee

2000 + 1

1500 ++ °

1000 + .

500 + +
T ..0’.. n (in Wochen)
PPYYY X L. 1 1 1 1 1 ) >
O T T T T T T kel
5 10 15 20 25 30 35

2) linear: yp+1 =yn+3; yo=10
oder y, =10+ 3n; nach 330 Tagen
exponentiell: yo+1 =yn-1,3; yo =10
odery, =10-1,3"; nach 18 Tagen

Yn Yn .
2000 2000 1
1500 1500
1000 linear 1000
500 500

L] .
. exponentiell

0 100 200 300 0 10 20 30

601 a) exponentiell: yp+1 =yn-1,36; yo=2
odery, =2 -1,36"

logistisch: ypn+1 =yn +0,0036 -y, - (100 — yp)

In den ersten 8 Tagen stimmen beide Modelle gut Gber-
ein. Ab dann wachst das exponentielle Modell Gber alle
Grenzen und nach 13 Tagen wird die Sattigungsgrenze
bereits Uberschritten. Das logistische Modell flaut immer
starker ab und nahert sich immer mehr der Sattigungs-
grenze. Diese wird aber mathematisch gesehen nie ganz
erreicht. Da die Anzahl an Individuen eine naturliche
Zahl sein muss, wird sie wahrscheinlich nach 22 Tagen
erreicht werden.

avn

140 +
120 +

100 + Leseees
exponentiell .
'Y L]

80 +
.
LJ L] " .
o logistisch
.

60 +
40+

1 1 1 1 1 1 1 1 I;n

1 1 1 1 1 1 1 g
10 12 14 16 18 20 22 24

o

N e
e
o+ e
[o4)
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b) exponentiell: yp+1 =yn-1,1; yo=2
odery,=2-1,1"

logistisch: yn+1 =yn +0,0005 -y, - (200 — yp)

In den ersten 25 Tagen stimmen beide Modelle gut Uber-
ein. Ab dann wachst das exponentielle Modell Gber alle
Grenzen und nach ca. 50 Tagen wird die Sattigungsgrenze
bereits Uberschritten. Das logistische Modell flaut immer
starker ab und nahert sich immer mehr der Sattigungs-
grenze. Diese wird aber mathematisch gesehen nie
ganz erreicht. Da aber die Anzahl an Individuen eine
naturliche Zahl sein muss, wird sie wahrscheinlich nach
ca. 80 Tagen erreicht werden.

Ayn .
225 +
200 + S
175 1 . /
° 4
150 + 5 il
° ...
125 + o
. L] ..
100 4 exponentiell « " 1ogistisch
L] )
75 + o
.. ...
50 + oo
o’
25 +
1 1 1 1 1 1 ;n
O T T T T T T T -
10 20 30 40 50 60 70

c) exponentiell: yo+1=yn-1,5; yo=2
odery,=2-1,5"

logistisch: ypn+1 =yn + 0,001 -y, - (500 — yp)

In den ersten 10 Tagen stimmen beide Modelle gut Uber-
ein. Ab dann wachst das exponentielle Modell Gber alle
Grenzen und nach 14 Tagen wird die Sattigungsgrenze
bereits Uberschritten. Das logistische Modell flaut immer
starker ab und nahert sich immer mehr der Sattigungs-
grenze. Diese wird aber mathematisch gesehen nie ganz
erreicht. Da aber die Anzahl an Individuen eine natlrliche
Zahl sein muss, wird sie wahrscheinlich nach 20 Tagen
erreicht werden.

AYD
600 + 3
500 + Les e
400 + . ¢
L]
300 + exponentiell +
1 . . .
200 4 - logistisch
L]
100 + ., H
PEPEPEPET I S | | | | | | .
O T 1 T T T T T T T T T b
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

602 O0ONXX

603 Im Buch ausgefuhrt.



604
605
606

607

120
100
80
60
40
20

b)
20

10

c)

3000

2000

1000

-1000

-2000

d)

1,5

0,5

Im Buch ausgefuhrt.
Im Buch ausgeflihrt.

Im Buch ausgefuhrt.

=(0,3,8,15,24,35,48,63,80,99, ...

v

N e
W e

(bn) = (=6,3,0,

-3,6,-9,12,-15,18,-21,...

v

P Te

N+

-

D1 e
e Ol

= (4,-8,16,—-32,64,-128,256,-512,
1024,-2048,...
4000
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608

609

610

611

BT e
w:: .
O‘I:: .
.
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©® A E

Kn=50+35-n

XXX O X

612 (C) (B) @ A
613 OXOONX

614 Beachte die Ausfuhrungen auf den Theorie- und
Trainingsseiten im Schulbuch: S. 94, 102, 104, 106

615 Der Grenzwert kann sowohl von konstanten Folgen
sowie von schliellich konstanten Folgen erreicht werden,
z.B.:
an=3; (an)=(3,3,3,...); Ilim ap,=3;
n — oo

bp+1=bn; bo=-5; (bp)=(—5-5-5,...);

lim b, =—5;
n — oo
cp=min(n,4); (cn)=1(0,1,2,3,4,4,4,...);

lim cp=4
n— oo

616 S ... kleinste obere Schranke

an

Wenn (a) monoton wachsend ist, dann wird der Abstand
S — an immer kleiner oder bleibt gleich. Wahilt man n
ausreichend grof}, so liegen die Folgenglieder fortan in
derselben e-Umgebung von S.

617 a) richtig: Sind(an)und (by) konvergente Folgen
mit Ilmooan =a und nllm b, = b, so ist nllm (an +bp) =
I|m an + I|m b, = a+ b und somit ist die Summe
ebenfalls elne konvergente Folge mit dem Grenzwert a+b.
b) falsch: Z.B.sind a, =3nund b, = 3n divergente
Folgen, aber (an) — (bn) = 3n — 3 n = 0 ist eine Nullfolge.
c) richtig: Sei(an) eine beschrankte Folge mit |an| < S
und (bp) eine Nullfolge mit nli_)moo b, =0undseie > 0. Da
b, eine Nullfolge ist, existiert ein N € N mit |b, — 0| < &
¥n > N. Damit ist |a, - by — O] < S - § = € und damit ist
das Produkt eine Nullfolge.
d) falsch: z.B.: a, = (—=1)" und b, = 5 sind beide
beschrankt, aber der Quotient %nl = (——51£ ist nicht konver-
gent.

618 a) richtig: Bei der arithmetischen Folge handelt
es sich um ein diskretes Modell. Die lineare Funktion
ist das kontinuierliche Modell dazu, wo auch alle Werte
dazwischen definiert sind.

b) falsch: Die absolute Anderung ist konstant.

c) falsch: Die relative Anderung ist konstant.

d) richtig: ap+1=an-q=> ig:i =q
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619 (ap)=(3,8,13,18,...); Die Differenz zweier auf-
einanderfolgender Folgenglieder ist konstant:

an+1 —an =5 = (ap) ist eine arithmetische Folge.

(bp) = (—1,0,3,8,...); Der Quotient zweier aufeinan-
derfolgender Folgenglieder ist nicht konstant. = (by) ist
keine geometrische Folge.

620 1. Schritt: der Startwert ag ist gegeben;

2. Schritt: es wurde n = 0 in die Definition a,+1 =an + k
eingesetzt, um a4 zu berechnen;

3. Schritt: es wurde n = 1 in die Definition eingesetzt,
um a» zu berechnen und statt a; wurde das Resultat der
vorigen Zeile eingesetzt und man erhalt ax = ag +2k;

4. Schritt: das Verfahren vom vorigen Schritt wurde
wiederholt und man erhalt az = ag + 3 k;

5. Schritt: Man schliet aus den vorherigen Schritten und
auch aus der Grafik: ap =ag+n-k

621 1. Schritt: der Startwert bg ist gegeben;

2. Schritt: es wurde n = 0 in die Definition b,+1 =bp - q
eingesetzt, um b4 zu berechnen;

3. Schritt: es wurde n = 1 in die Definition eingesetzt,
um by zu berechnen und statt by wurde das Resultat der
vorigen Zeile eingesetzt und man erhalt by = bg - g2;

4. Schritt: das Verfahren vom vorigen Schritt wurde wie-
derholt und man erhélt bs = bg - ¢°;

5. Schritt: Man schlieft aus den vorherigen Schritten und
auch aus der Grafik: b, = bg - q"

622 a) d,=2n+7; q,= 038041

ap, ist streng monoton wachsend. Die Folge der Differen-
zen ist immer positiv, hat also O als untere Schranke.
Sie ist flr alle n streng monoton steigend. Die Folge der
Quotienten ist immer gréer als 1, hat also 1 als untere
Schranke. Sie ist streng monoton fallend und konvergiert
gegen 1.

—_2n+2 _ _2n _ 2 .
b) dn= 3n+4  3n+1 " 9n2+15n+4’

q _ 6n°+8n+2.
n 6n2+8n '

ap ist streng monoton wachsend und konvergiert gegen %
Die Folge der Differenzen d, ist immer positiv, hat also
0 als untere Schranke. Sie ist streng monoton fallend
und konvergiert gegen O. Die Folge der Quotienten qp, ist
immer grofler als 1, hat also 1 als untere Schranke. Sie
ist streng monoton fallend und konvergiert gegen 1.

623 a) ap=ap+n-k; an+1—an=
=ap+(n+1)-k—(ap+n-k)=ap+n-k+k—ap—n-k=k

_ AN bayi—by — bo-q"™t —bo-q" —
b) bn bO q ’ bn bo'q”
— ba-@"-q—ba-q" — bo-q"-(q—1) =q-—1

bo - q" bo - q"
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624

an

o
et
N e
oW
»
o+
o -+
~
00—+
© -+
B_

625 c5=2
626 Jeden Monat wird ein Haar um 1,2 cm langer.

627 Die Folge ist nicht monoton. Es giltag = O,
a1 =36, a5 =0, also ag < ay, aberas > as.

628 XOOOO

629 nach oben beschrankt; £2=8 < 4

630 lim a,=3
631 QOXONX

632 Es handelt sich nicht um eine arithmetische Folge,
weil die Differenz aufeinanderfolgender Folgenglieder
nicht konstant ist.

633 a,+1=a,—3; ap=2

634 explizit: ap = %; rekursiv: ap+1 =anp+ %; ap=0
635 OO0 00X

636 Das Gehalt steigt jedes Jahr um 2,5 %.

637 (cp)=(3,7,11,15,19,...);
Der Quotient zweier aufeinanderfolgender Folgenglieder
ist nicht konstant = (cp,) ist keine geometrische Folge.

638 explizit: ap =3 - (l)n;

57 ap =3

=

rekursiv: an+1 = an -
639 Ih=Ip-(5)" oder Ihy1=%"-1I

640 X OXNX O

641 a) b1 =1; h=2; by=1,5; I3=1,75;
Ih+1=73 (p+bp) und by=1=32

I+ 2
:>/n+1=%'(/n"‘%):>In+1=%L



b) Wegen In > by, istlh > £,d.h. 2 > A, also I, > VA,
da alle Werte positiv sind.

Ihv1=3(h+ ﬁ) < 3+ ’IJ:L) = Ip, damit ist die Folge
der Langen streng monoton fallend.

c) x»=1,33; x3=1,2639; x4 =1,2599
Firk=2istx,4+1 = 5211~(2—1+%) =52a.(1+%) =

X1+ & +a . . . .
= (—2%1 = X7% . Dies ist genau die lterations-

gleichung fur die Wurzel aus a.

642 a) 2=1,27"; t= 'lﬂoég%% ~ 10,05

Nach drei Tagen sind schon mehr als 5m? befallen.
b) Si=Sp-1,2% S1=S0-1,2;

Sy =5p-1,22=57-1,2-1,2=1,2-5S4;
S3=57-1,22=57-1,22-1,2=1,2-S,; ...

= 5t4+1=1,2-5¢
Sui — A-12%1 _ A12112 _ 4 9

S ALY A-1,2

Der Anderungsfaktor der Folge ist konstant. Die Flache,
die von Schimmel befallen ist, wird jeden Tag um 20 %
grofer.
c) Die Folge weist ein exponentielles Wachstum auf;
sie ist also streng monoton wachsend. Die Flache, die
von Schimmel befallen ist, wird immer groler. In diesem
Modell gibt es keine Schranken nach oben. Die untere
Schranke ist die anfangs befallene Flache von 2,3 m?2,
14 4% .
12 .
10 .

N O
.

Y

643 a) Die Folge ist streng monoton steigend und
beschrankt. S, =1,2; S,=2;

Zu Beginn war der Nikotingehalt im Blut 1,2 mg/100 ml.
Je langer die Person regelmafig raucht, desto mehr
nahert sich dieser Wert 2 mg/100 ml.

b) g10 ~ 1,28 mg/100ml;

Jeden Tag verbleiben 99 % des Nikotingehaltes im Blut
des Rauchers, d. h. es wird nur 1% davon taglich abge-
baut. Bei diesem Raucher kommt jeden Tag zum Nikotin-
spiegel noch 0,02 mg/100 ml neu hinzu.

c¢) Durch Einsetzen in die rekursive Darstellung erhalt
man fiir die linke Seite: gp+1 =-0,8-0,99"*1 42 =
=-0,8-0,99"-0,99+2=-0,792-0,99" + 2

und fir die rechte Seite: 0,99-(-0,8-0,99"+2)+0,02 =
=-0,792.0,99"+0,99 -2 +0,02 =-0,792-0,99" + 2
Die beiden Seiten liefern das gleiche Ergebnis und damit
ist die explizite Darstellung richtig.

Nach 47 Tagen betragt die Nikotinmenge im Blut mindes-
tens 1,5mg/100 ml.

Thema: Biomathematik

T1 Beachte die Ausflhrungen auf den Theorieseiten
des Schulbuchs: Aufg. 555, 569, 592 und 593.

T2 Im Buch ausgeflhrt.

T3 Mithilfe des SI-Modells kann man die Ausbreitung
einer Infektionskrankheit einfach beschreiben. In der
Praxis lasst sich der Parameter p aber schwer schatzen.
Da im SI-Modell davon ausgegangen wird, dass infizierte
Personen nicht mehr gesund werden, eignet es sich far
unheilbare Krankheiten wie z. B. HIV, nicht aber fur Grippe.
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5. Reihen

644 Im Buch ausgefuhrt.

645 XOX OO

646 a) s50=2500 b) sy =903
) s20=-990 d) s;1=15% e) sui= u+1)?
f) S%= .(\21+2) g) Sﬂ:1r+33(r+1)

— 2)- 3
h) S%__LL)E(L)

7

647 (an) =(18,30,42,54,66,78,90,102,114);

Sg =594

648 a) s30=2145; s100=24650; sp= 5n227_7n
b) s30=2070; s100=—100; sp=99n—n?

¢) s30=-11010; si00 =12300; s,=7n2—577n
d) s3o=-483,75; sio0=—737,5 s,=12 — 1590

649 Die Bohrung fur den Brunnen kostet 97 500 €.
650 1) a,=10(n—1)+5 2) s,=5n2

651 a) sg=511 b) sg=31

811 ) sg=488281

_1 _1_11 _1_21
d) s7=1083 e) s;=17%" S21 = 1

_ 1— 16
h) sig=a- %

_ A8
g) s13=3" 11_uu

652 a) s5=211; 510=58025

T 128
o) = 5 s =200
c) s3=%%; ss=20
@ 510~ 10

Sg5 = 3125 . (1— (g)%) ~ 778,30

653 a) arithmetische Reihe; s7 =56
b) geometrische Reihe; sg = 39,05
c¢) geometrische Reihe; s7 =21,5

d) arithmetische Reihe; s157 =2457,05

654 OO0 OXNX

655 1) eigene Schatzungen
2) s64=254—-1x~1,8.101°

@ ® @ E®

657 a) s100=5050 b) s100=10100
c) s100=10000 d) sso=2- L ~2
e) si0= 15 ~067 f) spo=3%-(1-103)~0,11

656

658 Im Buch ausgefihrt.

60

659 Im Buch ausgefuhrt.

660 Im Buch ausgefihrt.
661 XOMXOO
662 a) s=2 b) s=4+2V2 ¢) s=3
0 5=
< 1
663 a) ) (-1t i =2
K=1
oQ
b) Y 3-4—1; Die Summe divergiert, weil g = 4 (> 1)
K=1

oQ
c) Y 80-(&)* '=400
k=1

_n. 1
s=2 =0

664 a) |u|<1;
D e 1

b) v <1 s=—y 1

¢) X< s=—x-115

d) x| >2; s=%

665 1) OOX OO

2) 85=31rr{; S10 = 1052132”1;

Sn =2r7r(1— (%)”)

16
3) 2rn
666 1) rekursiv: an+1=3f4al; a1 =3;
explizit: ap=3-(3)"~*
2) 18,30m (s5 =~ 9,15m);
22,65m (s10 ~ 11,32m);
20-(1(3)") (sn=12-(1—(3)"))
3) s=24m
667 a) u=4s2+V2)E (un=4s- (%))

v

N

b) A=2s2E% (A=52-(3)"7)

668 a) u=20x(2+Vv2)cm ~ 214,52¢cm;
(un=20n-(%)"_1)

b) u=80(vV2+1)cm ~ 193,14cm;

(i =a0v2- (5 )

¢) A=200rcm? (Ay=1007-(})""*)
d) A=400cmZ (4, =200-(4)""*)
669 1) explizit: s, =207-0,9"—1;

Sq1 = 20 7
Spo = 551,93 cm;

rekursiv: sp+1 =0,9 - sp;
2) s10 ~ 409,24 cm;
sp =2007-(1—0,97)
3) s=(200 1) cm ~ 628,32cm



670 a) b1 =2; qg=x;

fx)=2+2x+2x2+2x3+..., fir|x <1

b) b1 =2x; qg=2x;

fx)=2x+4x2 +8x3+16x* +..., fir|2x] <1

c) bi=x; q=2x
fixX)=x+2x2+4x3+8x*+..., fur|2x] <1

d) by=-3x gq=x°

fix) = —3x—3x3 —3x° —3x" +..., fir|x?| <1
671 a) by =35 q=+ s=3

b) bi=45 a=45 s=%

¢) bi=3; g=4; s=3; 15=1+3=4

d bi=3% qg=4b5 s=2; 425=4+23=21
e) bi=-% g=+b5 s=19; 17,00=17+10 =187

©
(e}
© «-

f) bi=1G660 9= 10007 S= 191
672 Im Buch ausgeflhrt.
673 Im Buch ausgeflhrt.
674 Im Buch ausgeflhrt.

675 a) Guthaben nach 4 Jahren
b) Zinsen im ersten Jahr

c) Wert des Guthabens vor 3 Jahren
d) Wert des Guthabens vor 4 Jahren

676 OX X OX

677 a) Esfehlenihr 357,60€.

b) Sie hatte 352,32 € einzahlen mussen.

c) Die Anfangseinlage hatte 1 831,95 € betragen
mussen.

10000.
678 10210 8200€
679 Barwert von Angebot A: 78945,41€. Damit ist
Angebot A aus heutiger Sicht besser als Angebot B.

680 XOOOO

681 1) Barwertvon A: 253482,09%€;

Barwert von B: 264 474,38 €; Differenz: 10992,29€
2) Barwert von A: 249351,97 €;

Barwert von B: 261 037,71 €; Differenz: 11685,74€

682 a) Barwertvon A: 49409,85¢€;

Barwert von B: 53301,30€;

Das Angebot B ist fiir den Verkaufer wirtschaftlicher.
b) Barwert von A: 49122,00€;

Barwert von B: 52 489,11 €;

Das Angebot B ist flir den Verkaufer wirtschaftlicher.

683 MOXNXO
684 Im Buch ausgeflhrt.
685 Im Buch ausgeflhrt.

686 Stefan kann nach 6 Jahren 7 587,59 € abheben.

687
Jahr Guthab§n Zinsen am Ende Guthaben
am Beginn am Ende
1 5000,00€ 100,00€ 5100,00€
2 | 10100,00€ 202,00€ 10302,00€
3 | 15302,00€ 306,04€ 15608,04€
4 | 20608,04€ 412,16 € 21020,20€

688 Sie kann 5101,56 € abheben.

689 Er kann 92017,81 € ansparen.

690 a) 28710,41€ b) 25007,10€

691 Sibille muss monatlich rund 57,75 € einzahlen.
692 Raten: 161,85€; Zinsen: 231,03 €

693 Endwert: 79299,59€; Barwert: 72532,40€

694 jahrliche Verzinsung: E=K-q
a) halbjahrliche Verzinsung: E=K-q2 =k-/g°> =K-q
b) monatliche Verzinsung: E=K-qi% =k- /g2 =K-q

695 Barwertvon A: 215498,71€;
Barwert von B: 216 619,50 €

696 Barwertvon A: 7952,57 €;
Barwert von B: 7 861,47 €

697 1) XOOOO

2) Inder Berechnung wird ein Zeitrahmen von 40 Jahren
genommen, in der Zeitschrift wird allerdings von wenigen
Jahren gesprochen. Es musste daher besser heifden,
dass mit geringen Einzahlungsbetragen in 40 Jahren fast
140000 € angespart werden kénnen.

698 (B) (D) (B) (W

699 Im Buch ausgefuhrt.

700 Im Buch ausgefihrt.
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701 a) 1) Rate: 6926,20€; Zinsen: 3704,80€
2)

Jahr | Schulden am Beginn | Zinsen | Riickzahlung | Schulden am Ende
1 24.000,00 1440,00 | 6926,20 18513,80
2 18513,80 1110,83 | 6926,20 12 698,43
3 12 698,43 761,91 | 6926,20 6534,14
4 6534,14 392,05 | 6926,19 0,00
b) 1) Rate: 11893,91€; Zinsen: 5681,73€
2)
Jahr | Schulden am Beginn | Zinsen | Riickzahlung | Schulden am Ende
1 30000,00 2760,00 | 11893,91| 20866,09
2 20866,09 1919,68(11893,91| 10891,86
3 10891,86 1002,05 | 11893,91 0,00
c) 1) Rate: 22896,59€; Zinsen: 16586,36€
2)
Jahr | Schulden am Beginn | Zinsen | Riickzahlung | Schulden am Ende
1 75 000,00 6375,0022896,59 | 58478,41
2 58478,41 4970,66 | 22896,59 | 40552,48
3 40552,48 3446,96 |22896,59 | 21102,85
4 21102,85 1793,74 | 22 896,59 0,00

702 1) Annuitadt: 33656,01€; Zinsen: 20624,02€

Jahr | Schulden am Beginn | Zinsen | Riickzahlung | Schulden am Ende

1 114000,00 |7980,00 |33656,01| 88323,99
2 88323,99 6182,68 | 33656,01 | 60850,66
3 60 850,66 4259,55|33656,01 | 31454,20
4 31454,20 2201,79 | 33 655,99 0,00

2) Annuitat: 2718,51; Zinsen: 16 488,65

Die Zinsenbelastung ist niedriger, weil die erste Ruck-
zahlung bereits nach einem Monat erfolgt.

3) Annuitat: 10760,79€; Zinsen: 101 215,87

Die Zinsenbelastung ist viel héher, da die Rickzahlungen
Uber einen viel langeren Zeitraum erfolgen.

703 Zinsen bei Jahresraten: 1 097,27 €;
Zinsen bei Monatsraten: 909,97 €
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704 Familie Korber sollte sich fur die monatliche Ruck-
zahlung des Kredits entscheiden, da dort weniger Zinsen
anfallen. Formal:

K ... Hohe des Kredits;

q > 1 ... jahrlicher Aufzinsungsfaktor;

gq12 > 1 ... monatlicher Aufzinsungsfaktor;

x ... Kreditrate bei jahrlicher Ruckzahlung;

y ... Kreditrate bei monatlicher Ruckzahlung;

Wir nehmen an, dass Familie Korber den Kredit schon
nach einem Jahr zuruckzahlt.

Bei jéhrlicher Rickzahlung gilt x = K - g; die anfallenden
Zinsen belaufen sichauf x—K=K-q—K=K-(q—1).
Bei monatlicher Riickzahlung gilt:
K~q=y+y~q12+y~qf2+...+Y~Qﬁ=

2 n—1 1—qi2
=y- Zlqu :yrw.
n=

K. l—as.
e also y=K-q T

—ai3’
Die anfallenden Zinsen belaufen sich also auf:
12y—K=K- (12-q.ﬁaé—1).

Die anfallenden Zinsen sind bei monatlicher Riickzahlung
geringer, da gilt:

1
n=
und das ist eine wahre Aussage, da q1o > 1.

705 X O XXX
706 \Variante A: Rate: 25000€; Zinsen: 10500€
Variante B: Rate: 2754,71€; Zinsen: 9669,55€

Empfehlung: Die Variante B kommt insgesamt billiger, da
weniger Zinsen zu zahlen sind.

12
x—K<12y- K& 12 128 <1612< 3 qf;
—H12 1

707 1) Rate: 514,66€
2) 46 Monatsraten; Rate: 296,22€

708 1) monatliche Rickzahlungsrate: 554,50 €
2) Zinsen: 86349,19€
3) Restschuld: 62524,38€

709 1) Restschuld: 18539,40€

2) Restschuld: 18277,05€

Der Endwert wird durch die Senkung des Jahres-
zinssatzes kleiner.

710 Restschuld: 9558,48€

711 a) XOXXO b XXNXXNX
712 () (D) @A) (B)
10 10 10
713 a) Yy 3" b Y 3"l ¢ J 3.20°1
n=1 n=1 n=1
714 a) fb,- by Y 2
j=3 =10



715 unendliche arithmetische Reihe;
die Differenz benachbarter Summanden 0,1 betragt.

716 a) X OXXQO

717 Beachte die Ausfuhrungen auf den Theorieseiten
des Schulbuchs: S. 136 und 138

b)) XXOQO

718 a) gehort zur geometrischen Folge mit Startwert
bo=1undg=0,2; s=2.(1-0,211)

b) gehort zur geometrischen Folge mit Startwert by = %
- 3. _ 3\8

undg=3; s=3- (1—(1) )

c) gehort zur geometrischen Folge mit Startwert by = %

undg=1%; s=3%- (1— (%)100)
d) gehort zur geometrischen Folge mit Startwert
bs = (V2)° und q = V2; s=\@5~1?—7%

719 Die Summenformel darf nicht angewendet werden,
da es sich nicht um eine geometrische, sondern um eine
arithmetische Reihe handelt.

720 a) geometrische Reihe;

konvergiert, da g =2 <1

b) arithmetische Reihe; konvergiert nicht, da arithme-
tische Reihen nicht konvergieren

c) geometrische Reihe;

konvergiert nicht,dag=1,5>1

d) geometrische Reihe;

konvergiert, da g =—1 und |-%| < 1

7214 b =2; g=-L; damit: 0,9=

=29 .
10

©lg
I
'_\

1 -9 . 1
i 10 3

722 Eine unendliche arithmetische Reihe ist stets
divergent, weil immer wieder eine Konstante d zur jeweili-
gen Partialsumme hinzugezahlt wird. Daher gibt es keine
Summenformel.

723 Fir |q| > 1 werden die Glieder der Folge (bp) mit
b, = by - q" dem Betrag nach immer groBer. Die Folge
konvergiert nicht gegen 0. Daraus folgt, dass die Reihe
divergiert.

724 a) falsch, denn die Summe ist (a1 +an) - §

b) richtig, da es sich um eine geometrische Reihe mit
g =1 <1 handelt

c) richtig, da die unendliche arithmetischen Reihe
0+0+0+...=0 konvergiert

d) richtig, siehe Beweis des Satzes auf S. 134 im Schul-
buch

e) richtig, siehe Satz auf S. 132 im Schulbuch

725 1) Es handelt sich um eine geometrische Reihe
mit Startwert by = 3 und q = 5. Sie konvergiert, da
g<1.

2) Die Reihe ergibt die Summe der Flacheninhalte von
je einem DIN A1l-, A2-, A3-, ...-Blatt. Sie sind zusam-
men genauso grof} wie ein DIN AO-Blatt, also 1 m2. Das
ergibt sich, wenn man ein A1-Blatt auf die eine Halfte
des AO-Blattes legt, das A2-Blatt auf die eine Halfte der
noch freien Halfte des AO-Blattes legt usw. bis das ganze
AO-Blatt abgedeckt wird.

A2

Al

A4
A3
A6 AS
A8 A7
726 a) Es handelt sich um eine geometrische Reihe

mit q = 1—10 < 1 und daher ist sie konvergent.
b) s=111,1 Schrite ¢) s=V-

=
727 XOOOX
728 9,11und 13
729 OO QXX

730 s=

]

731 OXOONX
732 s=9mxcm =z 28,27cm
733 sn=400~(1—(%)”)
734 E=51137,56¢€
735 XOXOO

. 1 1 %702%%
736 E=k- Y102 108

737 Die Absage ist nicht gerechtfertigt, da der Barwert
des Angebots (432 017,96 €) etwas hoher als der Schatz-
wert ist.

733 O0000OX
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739 a) 1,004 ist der monatliche Aufzinsungsfaktor.
Das entspricht dabei einem jahrlichen Zinssatz von rund
4,9% (= 1,0042). Jedes Monat werden 40 € einbezahit.
b) Es handelt sich um eine endliche geometrische
Reihe mit by = 40 und g = g1» und n = 24. Da sie
endlich ist, kann die Summenformel angewendet werden:

Sp = bq - 11—:%3 = Die linke Seite der gegebenen Glei-

chung ist damit aquivalent zu: 40 - %;%23

—Q12
Peff ~ 19,7%
c¢) Es dauert keine 2 Jahre, da nach 2 Jahren bereits
das Ansparziel von 1 000 € erreicht wurde:

E=40q1>- $%2 ~ 1009,50€ mit g1 = 1,004
Zu Beginn werden 40 € eingezahlt. Zu Beginn des zwei-
ten Monats betragt das Kapital 40 - 1,004 + 40 Euro, zu
Beginn des dritten Monats 40 - :I.,OO42 +40-1,004+40,
etc. und zu Beginn des n-ten Monats betragt das Kapital
sp =40-1,004"~1+40.1,004"~2+...+40-1,004+40
Auf der linken Seite steht der Endwert bei einer monat-
lichen Zahlung von 40 € nach 24 Monaten. Auf der rech-
ten Seite steht der Endwert der noch fehlenden 800 €,
die Uber die Raten bezahlt werden sollen.

740 a) A;=1undAn.1=3%-Ay=> Ay =1 Daim
2. Schritt 4 von den kleinen Zacken dazugekommen sind,
ist der Gesamtflacheninhalt im 2. Schritt also 1 + 4 - %.
Az = §-3% = &, im 3. Schritt sind 16 = 4? Kleine
Zacken dazugekommen, also ist der Gesamtflacheninhalt
im 3. Schritt 1+4 - & +42 . & und damit erhalt man im

Schritt n einen Flacheninhalt von

- 1,221 -1, _1
A=1+4.5+4 ~9—2+4n =
Es handelt sich um eine endliche geometrische Reihe. Da

sie konvergiert, kann man die Summenformel verwenden:
-9 4\n

A= (1))

b) Die Flache ist endlich, da % < 1.

Der Wert der Reihe ergibt den Gesamtflacheninhalt der
entstehenden Zacken. Jede ZackengréfRe kommt dabei
nur einmal vor. Der Wert kann nicht mit der griinen Flache
Ubereinstimmen, da es von jeder Zackengréfle (bis auf
die erste) mehrere gibt.
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6. Beschreibende Statistik

741 Im Buch ausgeflhrt.

742

Farbe aEJs9Iut§ rfalafive‘
Haufigkeit | Haufigkeit
griin 7 & ~23%
gelo 4 2 ~13%
orange 6 % =20%
rot 2 % ~T%
blau 5 lr17%
schwarz 6 1% =20%

743 X OXNXX

744 a)
RS aE)st?Iutcit r"ela'tive'
Haufigkeit | Haufigkeit
A 426 |23 =-426%
B 140 &5 =14%
0 368 | {2 =368%
AB 66 =2.-6,6%

b) qualitativ; Nominalskala;
Es handelt sich bei den Blutgruppen um Kategorien.

745
scr:(o)(s:r;zzeealglg;ng relative Haufigkeit
1 4 =10%
2 L ~37%
3 2 =40%
4 & ~13%
746 a)
untalursache | S50 e
erhdhte Geschwindigkeit 90 13—0 =30%
falsches Abbiegen 75 1=25%
riskantes Uberholen 60 1 =20%
Vorrangverletzung 45 % =15%
Sonstiges 30 & =10%

b) Nominalskala, da es sich bei den Unfallursachen um
Kategorien handelt

747 a) diskrete metrische Skala b) Ordinalskala
c) stetige metrische Skala d) Ordinalskala

748 XOXONX

749 Xmin = _7; Xmax = 2; R = 9;
Die Minimaltemperatur ist -7 °C, die Maximaltemperatur
2°C. Der Temperaturunterschied betragt 9 °C.

750 a) Xmin=24; Xmax=34; R=10
b) Xmin =—-13; Xmax=-3; R=10
€) Xmin=0,24; Xxmax=0,4;, R=0,16

751 a) z.B.: 12,13,14,14,17;
—-4,-4,-3,0,1; 0,4;2,7;4,9; 5,0; 5,4

b) z.B.:2,2,2,2,2; -1,-1,-1,-1,-1;
0,34; 0,34; 0,34; 0,34; 0,34

752 OXX OX

753 1) Xmin =21,7%; Xmax = 45,5%;

Die wenigstens Schulabbrecher gibt es mit 21,7 % in der
AHS, die meisten mit 45,5% in der BMS.

2) AHS:ca.4905; BMS:ca.7046; BHS:ca.9634
3) Die Werte aus 2) zeigen, dass es in der BHS fast
doppelt so viele Schulabbrecher gibt. Richtig ware: ,In
der BHS gibt es um 96 % mehr Schulabbrecher als in der
AHS.“ bzw. ,Der Anteil der Schulabbrecher ist in der BHS
um 10 Prozentpunkte hoher als in der AHS.“

754 Die Zahlen in den Klammern beziehen sich auf das
Jahr 2018.

a) Nordamerika: 375 Mio. (529 Mio.);

Sudamerika: 625 Mio. (418 Mio.);

Europa: 750 Mio. (742 Mio.);

Afrika: 1,25 Mrd. (1,1 Mrd.),

Asien: 4,5 Mrd. (ca. 4 Mrd.)

b) In Australien und Ozeanien leben insgesamt weniger
als 50 Mio. Menschen.

755 a) XXX O X

b) In den Klassen gibt es wahrscheinlich unterschied-
liche Schilerzahlen. Mit Absolutwerten kdnnte man die
Klassen nicht so gut vergleichen.

756 a) 1) Das Heiratsalter ist in den letzten vierzig
Jahren immer weiter gestiegen.

2) Die Manner sind bei der Hochzeit etwa 2 bis 3 Jahre
alter als die Frauen.

b) absolute Anderung: ca. 8 Jahre bei den Frauen,

ca. 7 Jahre bei den Mannern;

relative Anderung: Anstieg um rund 36 % bei den Frauen
und rund 28 % bei den Mannern;

Der Anstieg wirkt durch die Verkurzung starker.
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757 a) Es handelt sich um den Punkt ganz rechts
unten. 1984 gab es mit einem Wirtschaftswachstum von
Uber 7% ein Absinken der Arbeitslosenrate um etwas

mehr als 2 Prozentpunkte.
b) Je groBer das Wirtschaftswachstum gewesen ist,

desto starker ist die Arbeitslosenrate gesunken.

758 Die Wahl des Diagrammtyps hangt von mehreren
Komponenten ab.

a) Absolute Haufigkeiten konnen z. B. in einem Saulen-
diagramm, einem Balkendiagramm oder einem Pikto-
gramm dargestellt werden.

b) Relative Haufigkeiten werden oft in Kreisdiagrammen
oder Prozentstreifen dargestellt, weil die Flachen der Seg-
mente bzw. der Rechtecke die relative Haufigkeit repra-
sentieren.

759 1) absolute Anderung: 1,05 Mio.;

relative Anderung: 37 %

2) Die Aussage stimmt; absolute Anderung: 685590
3) 1986 gabes 781 140,2016 gab es 1466 730 Single-
Haushalte. Die Aussage ist also ungefahr zutreffend.

4) 1986 gab es 1065960, 2016 gab es
1052 640 Haushalte von Paaren mit Kindern. Das ent-
spricht einer Abnahme von ca. 1,2 %. Bei dem Wert 10,6
handelt es sich eigentlich um Prozentpunkte.

760 a) Asien: 42%;
Lateinamerika: 77 %; Afrika: 28 %;
Nordamerika: 53 %; Naher Osten: 35 %;
Ozeanien/Australien: 55%

100%

Europa: 90 %;

Anteil der Internetnutzer je Region

80% +

60 %

40%

20%

<
£5
=
g
=
© =
= =
5 i
= £
£ 5
g g
= o

Naher Osten

T
Asien
Europa
Lateinamerika
1 Afrika

0% —1—1

b)
Ozeanien/Australien (0,7 %)
| Asien | Europa |lateinamerika| Afrika |Mnrdamenba m’”
50,2% 17,1% 10,4% 9,1% 87%38%
761 1) Im Jahr 1995 hat weniger als 1% der Welt-

bevolkerung das Internet genutzt. Im Laufe der Jahre
ist dieser Anteil kontinuierlich gestiegen. 2016 haben
weltweit 47,1 % das Internet genutzt.
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2) 1995 haben um 78,2 % mehr Personen das Internet
genutzt als noch im Jahr davor.

2016 haben 47,1% der Weltbevolkerung das Internet
genutzt. Das sind um 7 % mehr als im Jahr 2015.

3) Die Aussage ist richtig. 2016 haben 47,1% der
Weltbevolkerung das Internet genutzt.

4) Die orange Linie beschreibt die relative Anderung der
Internetnutzer im Vergleich zum Vorjahr. Da die Anzahl
der Internetnutzer annahernd linear wachst, sinkt das
relative Wachstum.

5) Mithilfe der Daten aus Aufgabe 760 sowie 761 las-
sen sich z. B. Absolutwerte berechnen. Eine mdgliche
Schlagzeile konnte lauten: ,Knapp 4 Milliarden Men-
schen sind online — Tendenz steigend”.

4000 4
3500 +
3000 +
2500 +
2000 —+
1500 —+
1000 +

Geschatzte Anzahl der Internetnutzer weltweit

Internetnutzer in Mio.

500 +

0 f f f
1995 2000 2005 2010 2015

Jahr
>

762 Im Buch ausgeflhrt.

0(499
1/11223344567788999
200111122

3|04 9

763 a)

b) Am haufigsten ist die zweite Gehaltsklasse (mindes-
tens 1 000 €, aber weniger als 2 000 €) vertreten, am sel-
tensten die erste und vierte (weniger als 1 000 € bzw. min-
destens 3000 €, aber weniger als 4 000 €).

764 1) a) 16 Personen b) 17 Personen
c¢) 14 Personen

2) a) Kleinste: 146cm; Grofdte: 189cm
b) Kleinste: 164cm; Grofte: 201 cm
c) Kleinste: 165cm; GrofSte: 204 cm

3) a) Die meisten Personen sind in der zweiten Gro-
Benklasse, d. h. sie sind mindestens 150 cm, aber klei-
ner als 160 cm.

b) Die meisten Personen sind in der zweiten Gréf3en-
klasse, d.h. sie sind mindestens 170 cm, aber kleiner
als 180cm.

c) Die meisten Personen sind in der vierten Gréen-
klasse, d. h. sie sind mindestens 190 cm, aber kleiner
als 200cm.



765 Im Buch ausgeflhrt.
766 Im Buch ausgeflhrt.

767 1) diskretes Merkmal, da die Fehlstunden € N
sind
2) z.B.:

sehr wenig| wenig | mittel hoch |sehr hoch

Fehlstunden| [0;20) |[20;40)|[40;60)|[60;80)|[80;100)
absolute

4 4
Haufigkeit 6 6 5

3) Durch das Zusammenfassen in Klassen werden die
Daten viel Ubersichtlicher dargestellt. Die Fehlstunden
koénnen leichter Uberblickt werden.

4)
6 + —
5 4+
4 4+
34
21
1+

4:5 6:5 85105 24,5
Treibstoffverbrauch in 1/100 km

5) Das Histogramm aus 3) liefert kaum Informationen,

da fast alle Daten in derselben Klasse liegen. Eine Klas-

seneinteilung ist daher sinnlos. Das Histogramm aus 4)

ist besser geeignet.

768 z.B.: 770 1) Wohneinheit A z.B.:
sehrkurz | kurz mittel lang | sehrlang jlnger mittel alter
Akkule- Alter 0 bis 19 | 20 bis 59 | 60 bis 99
[500; 600) | [600; 700) | [700; 800) | [800; 900) | [900; 1000)
bensdauer absolute Haufigkeit 3 17 0
L | 9 8 17 7 relative Haufigkeit | 3 =15% |1 =85%| 2 =0%
Haufigkeit
. Wohneinheit B z.B.:
relative | ¢ oo |9 _ 100 |4 1m0l 17 _age| 7
Haufigkeit | °0 18% 50 = 18% 55 = 16% 5 = 34| 5 = 14% junger mittel alter
Alter 0 bis 19 | 20 bis 59 | 60 bis 99
769 1) stetiges Merkmal, da der Treibstoff- absolute Haufigkeit 3 19 3

verbrauch € R ist

2) z.B.:| gering | eher gering | eher hoch | hoch | sehr hoch
Treibstoff-

0;6 6;12 12;18 18;24) | [24;30
verbrauch [0;6) | I ) |0 ) |1 )| )
absolute

2 11 1
Haufigkeit 0 0

Die Einteilung in gleich breite Klassen ist hier nicht sinn-

voll, da es einen Ausreifler nach oben gibt und damit die

Klassen dazwischen alle leer bleiben.

3)

12 +

10 +
8 —+
6 —+
4 —+
2
0 } T 1

T
6 12 18 24 30
Treibstoffverbrauch in /100 km

relative Haufigkeit | 5 =12%| 32 =76%| 5 =12%

2) Die absoluten und relativen Haufigkeiten sind bei
beiden sehr ahnlich. Wenn man aber die genauen Daten
anschaut, so unterscheiden sich die beiden Wohnein-
heiten sehr deutlich voneinander. Durch die Klassenein-
teilung gehen also Informationen verloren.

771 1)

7000 +

6000
5000 +
4000 +
3000 +

2000 +
1000 +

(0]

20 60 100
Alter

2) Im Saulendiagramm hat man den Eindruck, dass es
nur sehr wenige Kinder und Jugendliche gibt, wahrend
das im Histogramm ganz anders aussieht.
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772 Saulendiagramm: auch fur qualitative Merkmale;
Einteilung der Daten in Klassen moglich; Langen als
Reprasentant fur die Haufigkeit;

Histogramm: ausschlieBlich flr quantitative Merkmale;
Einteilung der Daten in Klassen notwendig; Flachen
als Reprasentant fur die Haufigkeit; x-Achse als Skala;
unmittelbar aneinandergrenzende Saulen; Berucksich-
tigung der Tatsache, dass grofRere Klassen mehr Werte
enthalten

773 Im Buch ausgefuhrt.

<2
Il
N

774 a) 1) Modus: 2; x=4,4;
2) R=11; s=4,0

b) 1) Modus: 2und7; x=4,5;, X=4,5
2) R=5 s~21

c) 1) Modus: —1; x=-0,3; X=-0,5
2) R=9; s=~2,7

d) 1) Modus: —1; x=2,3; X=-0,5
2) R=25; sx~8,1

e) 1) Modus: 5; Xx=5; X=5

2) R=0; s=0

f) 1) Modus: Ound 10; Xx=5; X=5

2) R=10; s=5

775 a) Modus, da er der haufigste Wert ist, muss er
ein Wert aus der Urliste sein. Median und arithmetisches
Mittel konnen ein Wert der Urliste sein, miissen aber
nicht.

b) Median und das arithmetische Mittel sind eindeutig
bestimmt, beim Modus kann es auch mehrere Werte
geben.

c¢) Das arithmetische Mittel wird durch einen Ausreif3er
stark beeinflusst, Modus und Median nicht.

d) Der Modus eignet sich zur Beschreibung qualitativer
Merkmale, da er der haufigste Wert ist. Es kann es sich
um Merkmale wie z. B. das Geschlecht handeln.

776 x=2,2mg/l; s~ 0,16mg/I

Durchschnittlich hat der Fluss eine Phosphatbelastung
von 2,2mg/l. Die Werte streuen mit einer Standardab-
weichung von 0,16 um den Mittelwert.
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777 Zu sagen, dass im Durchschnitt 3,2 gewurfelt
wurde, ist nicht sinnvoll. Das arithmetische Mittel hat im
gegebenen Kontext keine Aussagekraft.

Auch der Median eignet sich nicht, um die Wurfeler-
gebnisse zu beschreiben. Es ist sehr wahrscheinlich,
dass der Median bei 30-maligem Wirfeln bei 3 oder 4
liegt. Die Interpretation der Kennzahl ist somit wenig
aussagekraftig.

Der Modus eignet sich als einziger Lageparameter, um
die Ergebnisse zu beschreiben: Die Augenzahl 1 wurde
am haufigsten gewdrfelt.

778 Die durchschnittliche Fahrzeit ist bei Route 1
mit 30min ein bisschen geringer als bei Route 2
(x =31,2min). Die Zeit, die Oliver mit der Bahn bis zu
Schule braucht, schwankt jedoch stark mit einer Stan-
dardabweichung von s ~ 10,3. Nimmt er den Bus, so
kann er, wegen der Standardabweichung von s ~ 1,2,
relativ gut planen, wann er in der Schule ist.

779 OONXXO

780 Modus: 3; x=2,3;
Am haufigsten waren 3 Zimmer belegt. Durchschnittlich
waren 2,3 Zimmer belegt.

781 Rges ~ 24,7

782 Der arithmetische Mittel liegt nur bei 1 900 €, der
Chef hat also groRzlgig gerundet. Abgesehen davon
zeigt das Beispiel, dass das arithmetische Mittel durch
Ausreif3er stark beeinflusst wird. Der Median beschreibt
die Einkommenssituation in dem Unternehmen besser
als das arithmetische Mittel (X = 1000 €). Er ist wenig
sensibel bzgl. einzelner Ausreifer und wird daher auch
in offiziellen Statistiken verwendet.

783 a) um 200€ erhdht b) bleiben gleich

784 a) 89 b) 102,5

785 Median: 3000€; x ~ 3970€; R = 4000¢€;
s~ 1620¢€;

An mindestens der Halfte aller Tage wurden 3000€
verdient. Die durchschnittlichen Tagessatze betrugen
3970¢€, wobei die Werte mit 1620€ um den Mittel-
wert streuen. Der Unterschied zwischen dem geringsten
Tagesumsatz am Montag und dem héchsten Tagesumsatz
am Samstag war 4 000 €.



786 1) Sehrgut: 12,5%; Gut: 23,8%;
Befriedigend: 35,8%; Genugend: 18,1 %;
Nicht genlgend: 9,7 %

2) z.B.:
|Sehrgut| Gut Befriedigend | Genlgend | gemi?s}nd
12,5% 23,8% 35,8% 181% 9,7%

787 a) In Dublin liegen die monatlichen Durch-
schnittstemperaturen stets Uber 0°C, in Wien gehen
sie auch darunter. Daflr ist es in Dublin im Sommer

b) z.B.:

sehr wenig wenig mittel hoch sehr hoch
Zﬂ:‘::;”n: ©:10] | (10;20] | (20;30] | (30;40] | (40;50]
IR
Hzﬁtg“l::n L~33%| L n67% A ~267% 1 ~333% 3 -30%

Feinstaubbelastung

nicht so warm wie in Wien. Die Temperaturkurve fir Wien B sehr wenig
ist viel steiler. Z wenig
b) Sowohl in Wien als auch in Dublin liegen die Jahres- \g hmcit:l
mitteltemperaturen bei ungefahr 10 °C (Wien rund 9,8 °C, sehr hoch
Dublin rund 9,6 °C).
20°C L Wieh 20°C Dublin
790 1) z.B.:
a A y 4 Sehr gut Gut | Befriedigend | Geniigend | Nicht geniigend
O e am e ee - N S e S S e Punkte 45bis48 |40bis44 | 30bis39 | 24 bis 29 0 bis 23
/ \ o absolute Haufigkeit 7 6 6 7 4
el . relative Haufigkeit | &5 ~ 233% | 1 =20%| 1 =20% | & ~ 233%| & ~ 133%
VA A s o v o Tt A ts fo o 2)
c¢) In Dublin schwanken die Monatsmitteltemperaturen 1 |
weniger stark als in Wien. Die Abweichungen von der 61
Jahresmitteltemperatur sind kleiner, daher ist auch die 1
Standardabweichung geringer. i
788 z.B.:0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2, T
2,2,4 2T
a) x=1,1;s~0,89 T
b) 0
ae 24 30 40 4548
absolute Haufigkeit Punkteverteilung
12
10
791 Es mussten z. B. beide 35 Punkte erzielen oder 37
8 und 33 Punkte. Es gibt also mehrere Antworten. Wich-
6 tig ist, dass der Durchschnitt der Punktezahl der beiden
4 Kinder 35 Punkte betragt.
(2) | : : !—! 792 a) Hanna muss mindestens 9 Punkte erreichen.

0 1 2 3 4
Anzahl Geschwister

789 a) x=32,9ug/m3; X=233,5pg/m3;
Modus: 21, 22, 24, 31, 34, 38, 46 und 49 (in pg/m3)

b) z.B.: Vinzenz: 9, 6, 11, 8, 11;

Philip: 7, 4, 13, 10, 11; Verena: 9,9, 10,9, 8

c¢) Das arithmetische Mittel ware dann 10,7.

d) Vanessa braucht die volle Punktezahl, also
12 Punkte.
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793 1) Modus: 11; X=9; x=8,76;

Die meisten Schuler und Schilerinnen hatten 11 Punkte.
Mindestens die Halfte aller Kinder hatte zumindest
9 Punkte. Durchschnittlich wurden rund 8,8 Punkte
erreicht.

2 OXOXX

794 a) 1) erhohensichum 2 2) bleiben gleich
b) 1) & 2) verdoppeln sich

795 a) bleibt gleich b) bleibt gleich
c) wird um 2 groBer d) wird groRer

796 Im Buch ausgefihrt.
797 Im Buch ausgefuhrt.

798 a) Der Median ist mit 5 jener Wert, der genau in
der Mitte liegt, da die Datenliste eine ungerade Anzahl
von Daten enthalt. Er teilt die Liste in eine untere und
eine obere Halfte. Der Median selbst zahlt dabei nicht
dazu. Das Quartil g1 ist dann der Median der unteren
Halfte. Es ist jener Wert, der genau in der Mitte liegt,
also g1 = 4. Das Quartil g3 ist der Median der oberen
Halfte, also q3 = 8.

b) Der Median ist mit 5,5 der Mittelwert zwischen 4. und
5. Zahl, da die Datenliste eine gerade Anzahl von Daten
enthalt. Er teilt die Liste in eine untere und eine obere
Halfte. Das Quartil g1 ist dann der Median der unteren
Halfte, er ergibt sich also als Mittelwert von der 2. und
3. Zahl, also q1 = 4,5. Das Quartil g3 ist der Median
der oberen Halfte, er ergibt sich also als Mittelwert der
6.und 7. Zahl,also g3 = 7.

799 a) X=35 q1=2; qg3=5

T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

v

b) X=16; g1 =8; g3=18

— [ |

v

10 11 12 13 14 15 16 17 18
c) X=4,5 q1=35 g3=6,5

1T H

~
0 +
© +

v

d X=4; g1=2; g3=6

Ho T

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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800 a) Xmin=1; Xmax=10; R=9;
X=8; q1=4; q3=9

b) Xmin=1, Xmax=17; R
X=8, q1=4; q3=9

€) Xmn=1;, Xmax=10; R=9;
X=5; gq1=4; q3=9

d) Xmin =2, Xmax=17; R=15;
X=5; q1=4; q3=7

16;

801 a) OOOXOO

b) Die 6C hat die besten, die 6A die schlechtesten
Ergebnisse erzielt. Bei der 6C ist das Maximum, das
Minimum, der Median und die beiden Quartile jeweils
hoher als in den anderen Klassen. Bei der 6A sind die
Kennzahlen fast gleich mit der 6B, aber das untere Quartil
ist noch kleiner als in der 6B.

c¢) Der Schiler hat entweder 8, 9 oder 10 Punkte
erreicht.

802 g1 =127s; qp=128,5s; q3=133s;

Z.B. war mindestens die Halfte aller Schulerinnen schnel-
lerals go = 128,5s. Mindestens 75 % aller Schuilerinnen
waren schneller als 133 s. Mindestens 25 % aller Schi-
lerinnen waren schneller als 127 s.

803 a) X=1,5 qi1=1; q3=3;

Z.B. nutzt mindestens die Halfte aller Jugendlichen mehr
als 1 bis 2 soziale Netzwerke. Mindestens 25 % aller
Jugendlichen nutzen zumindest 3 soziale Netzwerke. Min-
destens 25 % aller Jugendlichen nutzen héchstens ein
soziales Netzwerk.

b) Das Maximum und das 3. Quartil sind gleich grof:
Xmax = q3 = 3. Das kann hier sinnvoll sein, weil keiner
mehr als 3 soziale Netzwerke nutzt und mindestens 25 %
der Jugendlichen 3 Netzwerke nutzen.

804 1)

| |
11 |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
2) XX 0O XX

805 Im Buch ausgefuhrt.

806 Im Buch ausgefuhrt.



807 a) X~ 40,55 X=415

b)
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808 a) x=41,7; s=16,3
b)

12 28 44 60 76
Altersverteilung

809 Nominalskala: Automarke;

Ordinalskala: Pramienstufe;

metrische Skala:  Geschwindigkeit, Reifenfllldruck,
Anzahl der Beifahrer, Baujahr

i A1 fi i+ — absolute Haufigkeit
810 relative Haufigkeit Stichprobenumiang

811 Rechercheaufgabe

812 X O OXX

813 Der Median ist besser geeignet, da es mit 3,67 GB
einen Ausreifer gibt.

814 Der Modus ist nicht sinnvoll, da es keinen haufigs-
ten Wert gibt, da alle Werte nur einmal vorkommen.

815 Julias Behauptung stimmt, denn bei ungerader
Anzahl der Daten ist der Median genau der Wert, der in
der Mitte steht; z.B.: 7,11, 12,15,15 = X=12

816 a) Minimum, Maximum, arithmetisches Mittel,
Median, Quartile, Modalwert

b) Spannweite, Standardabweichung, Varianz, Quartil-
abstand

817 @)
818 OXXONX

819 Im Boxplot werden neben dem Median als Bezugs-
punkt auch der kleinste und der grofte Wert sowie die
Quartilen eingezeichnet. Kastenschaubilder zeigen auf
einen Blick, wie stark die Daten streuen, und ob die Ver-
teilung symmetrisch bzgl. des Medians ist.

Minimum Median Maximum

! / ’

L

erstes Quartil drittes Quartil

820 1) z.B.: Partei A: ,Die Kriminalitat ist in den letz-
ten Jahren 10 Jahren stark gesunken.”;

Partei B: , Die Kriminalitat istim Vergleich zu 2013 massiv
angestiegen.”

2) Partei B hat die vertikale Achse verkurzt, sie fangt
nicht bei O an. Daher wirkt der Anstieg viel starker. AuRRer-
dem hat sie nur die Daten der letzten 5 Jahre verwendet.

821 Es handelt sich hier eigentlich um 5 Prozentpunkte
und nicht um 5%. Es musste also heien: ,Die Par-
teien B und E konnten ihren Anteil um knapp 5 Prozent-
punkte steigern, wahrend die anderen Parteien zum Teil
herbe Verluste einstecken mussten.“

822 Fabian fahrt mit durchschnittlich 18,75 km/h. Er
braucht 0,16 h fir die Hinfahrt und 0,26 h fiir die Riick-
fahrt. Die Fahrzeiten sind also unterschiedlich, daher
kann man nicht das arithmetische Mittel der beiden
Geschwindigkeiten nehmen, sondern muss es mit den
Fahrzeiten gewichten. (22-0 106;2165-026 =18,75)

823 Die Aussage stimmt nicht. Denn wenn der Median
ein Wert der Liste ist, dann sind es weniger als 50 %,
die kleiner bzw. grofer sind. Der Wert kann auch sogar
Ofters in der Liste vorkommen, dann sind es noch weniger.
Es musste also richtig heien ... 50 % der Daten sind
kleiner oder gleich ...“ bzw. ,grofer oder gleich®.
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824 1) Der Mittelwert der neuen Datenreihe, bei der
zu jedem Wert a addiert wurde, ist um a grofer als der
Mittelwert der alten Datenreihe.

1. Schritt: Verwendung der Definition des Mittelwertes;
2. Schritt: Einsetzenvonys =x1+a,y> =xo+a,...;

3. Schritt: Klammern auflésen und zusammenfassen;

4. Schritt: % =24 %;

5. Schritt: Der erste Bruch ist genau der Mittelwert der
ersten Datenreihe, der zweite Bruch ergibt nach Kurzen a.
2) Ry ... Spannweite der ersten Datenreihe;

Ry ... Spannweite der zweiten Datenreihe;
Ry=yio—y1=xpo+a—(Xx1+a)=xqo+a—x1—a=
=X10 — X1 = Rx

3) Das Minimum und Maximum, der Median und der
Modalwert wird jeweils um a groRer, die Standard-
abweichung und die Varianz bleiben gleich.

825 1) d=2; (x=23)

2) d=1,75; (X=2)

3) Wirde man keine Absolutbetrage verwenden, so wur-
den sich die Abweichungen vom jeweiligen Zentralwert
wieder aufheben. Beim Mittelwert wirde dann sogar
null herauskommen. Dann hatte diese Abweichung auch
keine Aussagekraft.

826 WO OXNX

827

A
70 +
60 +
50 +

40

30 +

20 +

10 +

Ausgaben in€
0 t t t —>
0 10 20 30 40 50 60 70

828 OOXXO

829 z.B.: 3,4,6, 8,8,10, 13,16
830 x~1221¢€

831 OXX OO

832 OXXOO

833 a) Anzahl der Fahrgaste: 939,1 Mio;
absolute Anderung: 33 000; relative Anderung: ca. 4,7 %
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b) X~ 475,83 Mio.; von 2010 bis 2015 gab es durch-
schnittlich rund 476 Mio. U-Bahn-Fahrten pro Jahr;

80% -
70% +
60% -T—_’\\A
50%

40% +
30% +
20% +
10% +

0% : : : : |
2010 2011 2012 2013 2014 2015

c) Die Aussage stimmt nicht. Es handelt sich um
10 Prozentpunkte und nicht um 10 %.

2016 wurden ca. 660 Mio. Wege mit dem PKW zurlickge-
legt.

Hinweis: 2016 gab es ca. 954 Mio. Fahrgaste im 6ffent-
lichen Verkehr; das sind 39 %.

834 a) x=3,8, X=4; z.B.: 3,8 und 3,8

b) Bei beidem wird die Breite des Absprungbalkens
abgezogen.

Das arithmetische Mittel kann viel leichter von Ausrei-
Bern (z.B. ein ganz kurzer Sprung) beeinflusst werden,
der Median nicht.

c¢) 9 Schilerinnen und Schuler

E— I —

1 1 1 1 1 1 1 1 1 >
26 2,7 28 29 3 31 32 33 34 35 36 3,7 3,8 3,9

d) Mindestens 75% der Madchen haben zumindest
2,9 m geschafft.

Nein, das kann man aus den Boxplots nicht schlieRen. Es
koénnte sich um eine Gruppe von 500 Madchen handeln,
von der 100 eine Weite von 2,80 m, 100 eine Weite von
2,90 m usw. haben und um eine Gruppe von 5 Burschen,
von der einer eine Weite von 2,90 m usw. hat. Dann
waren nur 3 Burschen aber 100 Madchen mind. 3,60 m
gesprungen.



7. Vektoren im R” und
Gleichungssysteme

835 Im Buch ausgeflhrt.

836 a) X OMXNXNX

837 a)

b XOXXO
richtig;
aq by
L o an b
a-b=|.|-|.|=a1-bg+az-bo+...+an -bp=
an bn by ag
bo as -,
=bq-ag+bp-ap+...+by-ap= ( ; ) . ( . ) =b-a
bn
Das Kommutativgesetz gilt also fur Vektoren.

ay by C1
b) falsch; (3-B)-&= [(2) : (”)] (2) -
an bn Cn

C1
=(a1-bp1+as-bo+...4an -bp)- (02) =

(@1 -bg+ap-bp+...+an -bp)-cq
((a1-b1+a2-b2+...+an-bn)-c2)
- . ’

(@1 -bg+ap-bo+...+an-bp)-cn

ag-(bg-cyL+by-Co+...+bn-Cpn)
ai-(blvcl+b2~cz+...+bn-cn))

analog; 5-(5-6)=...=(
an-(by-cq1+by -.02+...+b,,-cn)

Die beiden Produkte sind also nicht gleich.

Das Assoziativgesetz gilt nicht flir Vektoren.

9 12 6
838 OA: (3); 6B:(6); 6C:(o);
7 6 12

Klettern: 27; Segeln: 9; Tennis: 25
839 1) Der Handler hatte 420 Skier.
2) Die Einnahmen betrugen 45610€.
3) 095-p-1

9

7
840 a) I -(Ka+tKp+Ke)=|7%
Der Ergebnisvektor gibt fir g

jeden Tag die durchschnittlichen Umsatze pro Kassa an.
b) 48; AnderKassa A wurde in der Woche ein Gesamt-
umsatz von 4 800 € erzielt.

841 a) Der Vektor gibt den Gewinn fiir jede Apfelsorte
an (ohne die Mehrwertsteuer zu berlcksichtigen).

b) 1,2.V

c) Der erhaltene Wert gibt den Nettoerlos fir die
gesamte abgesetzte Menge an.

842 a) Gesamtstundenzahl, die in den drei Tagen
gelaufen wurde

b) Gesamtstrecke, die in den drei Tagen gelaufen wurde
c) Erhéhung der einzelnen Geschwindigkeiten um je 5%

2
843 a) 5m=|2];
1
Fur 5 kg Studentenfutter werden je 2 kg Rosinen und Man-
deln und 1 kg Walnlsse bendtigt.
> 20
b) /—200m=|70];
20
Vom Lagerbestand kommen 200 kg Studentenfutter weg,
damit sind noch je 20 kg Rosinen und Walnisse und
70 kg Mandeln vorhanden.
c) p-m=10;
Der Einkaufspreis fur 1 kg Studentenfutter betragt 10 €.

844 1)
AZ
3__
24D
1__
E
1 s
N
1 2
0 Z 2 3
>

0
-2 — — 0 — -2
b) EA=(2), E =( ), EC=(1); ED=(0)
1 -1 -1 1
845 a) 1) 0=(0]|0]0); G=(2]0|0);
H=(2]2|0); J=(0]2]0); K=(2|0]2);
L=(2]2]2); M=(0]2]2); N=(0|0]2)
2) @:W:(é ;@:Rﬁ:(z);mm:(?);
0 0 0
— — 0 —_— = —> — 0
JO=I\/IN=(—2); N=GK = L=Jl\/l=(0)
0 2
b) 1) A= (10/1); B = (2]1]1); C = (1]21);
D=(0[1|]1); E=(1]|1]|0); F=(1[1]2)
— 1 — -1 — -1 — 1
2) AB=(1), BC=(1), CD=(71), A=(71);
0 0o
1
= 0

846 B=(5/5/0); C=(0|50); F=(5|5/5);
G=(0/5/5); H=(0]0|5)
847 A=(0[0J0); B=(5/0/0); C=(5/5/0);

D=(0|5|0); S=(2,5/2,5|7)
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az

ax
848 a) b) 855 |t 4| = ‘t, (y)

tax
tay =
taz

= \/(1:ax)2 +(tay)? +(tag)? = \/t2 (@% +a7 +a2) =

I
AN f SRR =1t -\/a3 +a3 +a2 = |t ]
7 I/,\J\’\’ // ’,\J\’\’
E ”“I >F E£~— ~XF - -1 2 1
. 856 a) 0=%(2) b) b0=%(2)
D1 D -2 )
ST == C a| si----F=S¢
L Ll o é-4(2)
A p B A B
0 857 a) E=(10/8|5) b) E=(-1]55|-1)
s c) E=(4|5]-4)
I
/: 858 Im Buch ausgeflhrt.
A1\ Sy
[ e 859 Im Buch ausgefiihrt.
E —E6—YF .
o 860 a) 3-b=—1 = nicht normal aufeinander
N~ 4 b) 8b=0=>81b ¢) 8b=0=>8L1b
s o~ d) 3-b=1= nicht normal aufeinander
A B
861 a) b=—12 b) by=-% ¢) b,=3
849 a) E b) C ¢c) G d) G e) G f) F d) ay=-7
o o 3 7= (1): w- (] () %62 @ p-i2ew n g-seso
! 3 4 c) ¢=813° d) ¢=37,43°
— — 2 — 2 —_ = —
2) AB+B =(6), AC = (6) = AB+BC=A
4 4 863 a) a=B=33,69° b) y=26,57°
— 5 — 3 — 8 -
b) 1) AB= Mk BC= g, AC= 18 864 1) 3-A=0 = ny+2n,=0; b-A=0
s s = 4n,+3n;=0
—_— — — —_ = —
2) AB+BC=|15]|; AC= |15 = AB+BC=A N 4
1 1 2) z.B.: n=|32
— bx — ax — Cx — by — Cx —ax i
c) 1) AB=|b-a|; BC=|¢-b]; AC=|o-a I Die beiden Vektoren sind zueinander
by —ay ¢z —b; c;—az 3) axb=|-3]|; L N
4 parallel: a x b=—-2n
— — Cx —ax — Cx —ax — = —
2) AB+BC= (Cy—ay); A =(Cy—ay) = AB+BC=A s
e e 865 a) ﬁ:(fzz); fi-3=0undA-b=0
-5
— 4 — —63 -
851 a) AB=(—131), |AB| ~ 12,08 b) ﬁ=(_1o), A-d=0undfi-b=0
- 7
% —-23
b) T=(%), /AB| ~ 1,83 c) ﬁ=(72), f-d=0undA-b=0
% —-33
0 5
c) A_’=(_20’,27), |AB| ~ 3,87 d) ﬁ=(§)v A-d=0undi-b=0
-3,1
- 2 _ 2
852 a) D=(-6|-3|4); u=~ 29,87 866 a) A—SOE b) A—§6v545
b) C=(2|-2|-4); u~ 34,88 ¢) A=849E° d) A=T2E
c) B=(6/4|0); u= 39,46 867 K O
OX
853 OXXO
XOX XO
854 a) parallel (b=—33) b) nicht parallel QX
c) parallel (5=6§) d) nicht parallel DX
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- N - rax
& b=ra & b=|ra];
raz
L - ax rax ayraz—azray 0 5
axb=1la| x |ray| = | —axraz+azrax | = (o] =0

axray —ayrax

869 WONXONX
R 0 0
870 n-= (o) =50- (o) = parallel zur zAchse
50 1
Lo ax by 0 0
871 a><b=(ay)><(by)=( 0 )II (0)
] 0 ax by —ay by 1

872 Im Buch ausgeflhrt.

873 Im Buch ausgeflhrt.
4 -1 3

874 a) g:X=(75)+t(71) b) g:X=t(1)
6 0 0
10

!

o ex-fali) o en- i

1 -3
2
875 a) g X= (o
5

1
b) g:X=(

877 a) P¢g b) Peg ¢) Peg d) Peg
878 a) c=2 b) a=1 ¢) c=4 d) b=-2

879 1) OXX OO

2) Die Angabe eines Punktes und eines Normalvektors
reicht nicht aus, um eine Gerade im R3 eindeutig fest-
zulegen. Wie aus der Abbildung ersichtlich wird, gibt
es unendlich viele verschiedene Geraden, die durch den
Punkt A gehen und den Normalvektor i haben.

Im Raum wird durch die Angabe eines Punktes sowie

eines Normalvektors eine Ebene festgelegt.
i

880 a) parallel b) identisch
c) S=(1|2|3); ¢=~49,86° d) windschief

881 a) windschief b) S=(0]|1|2); ¢=49,86°
c) parallel d) S=(3|6|11); ¢=47,21°

882 a) 1) a=1 b=4

2) a=1; z.B.:b=3(b#4)

3) zB:a=2(@#1); b=4

4) zB:a=-1(@#1); b=0(b#4)
b) 1) a=-1; b=1

2) a=-1; z.B.:b=0(b+#1)

3) zB:a=3(@+#-1); b=5

4) nicht moglich

883 a) Die Geraden konnen auch identisch sein.

b) Im R2 stehen die beiden Geraden g und h mit g L h
im rechten Winkel aufeinander (vgl. Abbildung). Im R3
konnen die beiden Geraden ,hintereinander” liegen, also
windschief sein und damit keinen gemeinsamen Schnitt-
punkt S haben.

c) windschief sind; gfhundgnh=0
884 OXX OO
885 OXX OO

300 1400
886 1) X(t1)= (7150) i X(to) = (1650) ;
3600 1820 420
X(t3) = ( 5250 )
—2380

2) v=1/1102 + 1802 + 1402 m/s ~ 253,18 m/s
3) Nach 13 s schlagt der Meteorit am Punkt
(1730]2190|0) auf.

250 1350
887 a) X(tq)= (120); X(to) = ( 420 );
0 60

3550
X(t3) = (1020)

180
b) v=1110%+30%+6°m/s ~ 114m/s
c) Nach 25 Minuten wird eine Steighéhe von 9 000 m
erreicht.

888 a) PunktB

b) Der erhaltene Punkt liegt von A doppelt so weit ent-
fernt wie von B.

¢) Mittelpunkt der Strecke AB
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889 a) Die Gerade liegt auf der Diagonalen des
Quadrats.

b) PunktC

890 a) C=(—1|3|0); D=(—3]4|0)

b) B=(1]2|3); D=(5]2|-3)

c) B=(0[13); C=(2|2]1)

d) A=(3]-4|-0,5); C=(5|2]|2,5)

—

891 a) T=A+1.AB b) T=A+1 4B
—A+2.2B =
c) T=A+2-AB d) T=A+_2, AB

892 a) T=(0[3]|3}) b) T=(15/1]2)
c) T=(1]2,5]1,5) d) T=(2,8]-3,2|4)

893 1) z.B.:sp: X= (zlt)+s (2);

-3 0

3 2 -3
:X:( )+t( 4 ); Sci X = (12) +u(714)

_12 -7 12
2 s=(1%|-3)

2 A= 22 -

3) A+3-AMgc=(1]|%|-3)=S
4) S, ist parallel zur y-Achse.

S

[oy)
oo

894 OXOOKX
895 OX O NXNX

3 -1 7
896 a) g X=|s3 +t(1) b) g X=134
0 3 14

1 3 2 9
c) g:X=(73)+t(1) d) g:X=(74)+t(7)
0 -2 4 -1

0 1 2 1
897 1) f1: X= (o) +s (6); fo: X= (30) +t (—3)
0 2

0 4
2) Flugzeug 1: v=+/4100m/s =~ 64,03m/s;
Flugzeug 2: v =+/2600m/s ~ 50,99 m/s
3) schneiden sich beit =2 bzw.s=4; S=(4|24|8);
Die Flugzeuge kdnnen nicht zusammenstoRen, da das
erste Flugzeug den Punkt nach 2 s und das zweite Flug-
zeug den Punkt erst nach 4 s erreicht.
4) ¢~ 106°

-2
+t|-3
1

60 140
898 1) g X= (160)+t(—140); 0<t<1
—-22 2

2) v=8,25m/s 3) P=(130|90|-21)

899 Im Buch ausgefihrt.

-1 -1 0
900 a) 1) e:X=(5)+s(o)+t(4)
0 2 3

2) & (3 .(§)=23 bzw. & —8x+3y—4z=23

—4 z
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2 1 2
b) 1) 6!X=(1)+S(7)+t(—1)
-3 -3 4
§)=17 bzw & 5x—2y—3z=17
z
4 —6 —a
901 a) 1) e X= (7)+s(74)+t(1)
5 5 4

21
2) e | -4 ( ) = —b54 bzw. €: 21 x—4y—22z=-54
0
3
4

()[4

2) & (7).(§)=41 bzw. & 25x+7y+5z=41
z

902 QX OX O

903 a) z=1 b) y=5

-6 X
904 ¢ ( 9 ) . (y) = —b55 bzw. € —6x+9y—7z = —55;

-7 z
z.B. Py = (2|—4|1) und Py = (1]0|7) liegen auf der
Ebene

905 a) 1) z.B.: Py =(1]2|0); Py =(0|0|-4);
P3 =(1]-1]-3)
1 1 0
2) z.B.: e X= (2) +s(2)+t(1)
0 4 1
b) 1) z.B.: Py =(0|1|4); Py =(3|3|7);
P3 =(6]5]-2)
0 3 3
2) z.B.:: eX= (1)+s(2)+t(2)
4 3 -3
906 a) Die Punkte bilden ein ebenes Vieleck.

b) Die Punkte bilden kein ebenes Vieleck, da sie nicht
in einer Ebene liegen.

907 1) Alle Punkte liegen auf der Ebene

e: 16x+26y+z=23. Da nicht drei oder vier Punkte
auf einer Geraden liegen, bilden sie ein ebenes Vieleck.
2) u=66,39E; A= 229,09E?



3) Fur die Flachenberechnung ist es wichtig, dass ein
ebenes Viereck vorliegt, da die berechnete Flache sonst
keinen Sinn macht. Liegt beispielsweise bei einem Vier-
eck der Punkt C nicht in der gleichen Ebene wie die
Punkte A, B und D, so konnte trotzdem eine Flache durch
|ﬁ x A_D)| berechnet werden, diese ist aber das von den

Vektoren AB und AD aufgespannte ebene Parallelogramm
und nicht die Flache des nicht ebenen Vierecks. Ande-
rerseits kdnnte man versuchen ein nicht ebenes Viereck
in zwei Dreiecke zu zerlegen um dann deren Flache zu
berechnen, diese Dreiecke legen zwar jeweils eine Ebene
fest, aber die Zerlegung ist nicht eindeutig (vgl. Skizze).

908 a) 1) Die zwei Geraden schneiden sich im
Punkt S = (—1|-2|4).

4
2) ¢ (—5) . (;) =—6 bzw. € 4x—5y—3z=-6

z

b) 1) Die zwei Geraden schneiden sich im
Punkt S = (1]|1]2).

1 X
2) e (3 ) . (y) =2 bzw. e x+3y—z=2

-1 z

0 0 2
909 a) z.B.: s:X=( 0 )+s(3)+t(o);
3 . -1,5 1 1
e l2]-[v]=9 bzw. e 3x+2y—6z=9
—6 z

3 -1 3
b) z.B.: s:X:(2)+s(2)+t(2);
6 « -1 2 -1
£ (5)~(y)=0 bzw. e —6x+5y—8z=0

-8 z

0 1

910 a) 1) e X= (0) +s(o)
0

€z

0
2) & (8)-(§)=o bzw. )
1 z
0 0 0
b) 1) e X= o)+s(1)+t(o)
0 0] 1
2) ¢ (tl))(y =0 bzw. e x=0
0

c) e (%) - (z) =6,5 bzw. & 4x—2y=13
912 Durch den Normalvektor wird nur die ,Richtung”
der Ebene festgelegt. Parallele Ebenen besitzen den
gleichen Normalvektor und dieser ist nur bis auf eine
multiplikative Konstante (# O) eindeutig. Man braucht als
zweites Bestimmungsstuick einen Punkt auf der Ebene.

913 a) Parameterdarstellung:

Vorteile: kann leicht angegeben werden, wenn drei Punkte
der Ebene gegeben sind; ermdoglicht ein rasches Bestim-
men von Punkten auf der Ebene;

Nachteile: um zu Uberprufen, ob ein gegebener Punkt auf
der Ebene liegt, bedarf es groferer Anstrengungen als
bei der Normalvektordarstellung
Normalvektordarstellung:

Vorteile: flr einen gegebenen Punkt kann leicht Uberprift
werden, ob er in der Ebene liegt;

Nachteile: wenn drei Punkte der Ebene gegeben sind, so
ist die Bestimmung der Normalvektordarstellung aufwen-
diger als die der Parameterdarstellung

b) Parameterdarstellung: e X=A+s-3+t-b
Normalvektordarstellung: e:n-X=n-A

Um von der Parameterdarstellung zur Normalvektor-
darstellung zu kommen, bildet man das Kreuzprodukt
der Richtungsvektoren & und b. Dieser Vektor ist ein
Normalvektor der Ebene.

Um von der Normalvektordarstellung zur Parameter-
darstellung zu kommen, berechnet man die Koordinaten
dreier Punkte A, B und C der Ebene. Mégliche Richtungs-
vektoren der Ebene sind dann 3 = AB und b = AC.
Hinweis: Die Punkte A, B und C dirfen nicht alle auf einer
Geraden liegen.

914 Im Buch ausgefuhrt.
915 Im Buch ausgefihrt.
916 a) S=(—14|-7|29); ¢=2,20°
b) S=(8|—-10|-3); ¢=35,26°
c) S=(0|6|13); ¢=21,80°
d S=(5[63); ¢=4864°
e) S=(
S

f)

—2|3|5); ¢=36,60°
=(0|0|0); ¢=54,74°

917 a) g verlauft parallel zu e.

b) gliegtine. ¢) gliegtine.

d) g schneidet € bzw. steht auf € normal
(S = (3|—3|—3)).

918 X OO OQOX
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919 a) xy-Ebene: S =(3|-2|0);

xz-Ebene: S=(1|0|4); yzEbene: S=(0|1|6)

b) xy-Ebene: S =(2|1|0);

xz-Ebene: kein Schnittpunkt; yz-Ebene: S =(0|1|3)

920 a) 1) c#0undd=2

2) c=0undd=2 3) cbeliebigundd+#2
b) 1) c#4undd=0

2) c=4undd=0 3) cbeliebigundd=#0

921 A

0ol

G A

922 a) z.B.: A=(0]|0]0); B=(3|0|0);
C=(3|710; D=(0|7|0); E=(0[0|5);
F=(3]|0[5); G=(3]7|5); H=(0|7|5)
b) ¢ = 33,29°

923 1) S=(2/4]8)
2) p=a+d =2a=133,95°

924 Im Buch ausgefuhrt.
925 Im Buch ausgefuhrt.

926 a) d(P,g)=9E b) d(P.g) =~ 3,74E
c) diP,g) ~566E d) dP g ~6,32E

927 a) d(P,e)~4,12E b) d(P,€)~ 15,36E
c) dP,e)~592E d) d(P,e)=6E

928 Jeder Punkt der Ebene &5 hat denselben (Normal-)
Abstand von e1. Um den Abstand d(e1, €2) zu berechnen,
genugt es daher, den Abstand d(eq,P), mit P € &5 zu
berechnen.

929 a) d(eq,£)=6E b) d(eq,e0)=2E
¢) d(e1,e2)=7TE d) d(er,en)=14E

930 a) §‘ﬁ=(f).($)=o und G=(§)¢e
2 0

-1
= gistparallelzu e; d(g ¢)~ 1,41E
S . 1 2 3
b) g-n:(—4)-(1):0 und Gz(o)gés
-1 -2 1
= gistparallelzu g; d(g,e)=4E
L. 2 1 0
c) g-n=(1)-(o)=0 und G=(o)$e
-1 2 0
= gistparallelzue; d(g e)~ 1,79E
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931 a) d(P,0)=9E b) d(g 0)=3E
c) d(0)=7E

932 Abstand eines Punktes P von einer Geraden g:

1. Schritt: Bestimme die Gleichung einer (Hilfs-)Ebene ¢,
die durch den Punkt P geht und normal auf g steht in
Normalvektordarstellung (z. B. A = 8).

2. Schritt: Berechne den Schnittpunkt S von € und g.

3. Schritt: Die Lange des Vektors @ ist der gesuchte
—
Abstand, d. h. d(P, g) = |SP|.

Abstand eines Punktes P von einer Ebene &:

1. Schritt: Bestimme die Gleichung einer (Hilfs-)Gera-
den g, die durch den Punkt P geht und normal auf €
steht (z. B. g = ;).

2. Schritt: Berechne den Schnittpunkt S von € und g.

3. Schritt: Die Lange des Vektors ﬁ’) ist der gesuchte
Abstand, d. h. d(P, ) = [SP|.

Abstand zweier paralleler Ebenen €1 und €5:
Siehe Abstand Punkt-Ebene sowie Aufg. 928.

933 a) h=10E b) A=285E2; V=95E3
c) ¢=45°

934 a) S' =(—6|8|-6) b) S =(-7|7]1)

935 a) F=(0/0]2)
b) A=75E2; h=4E;, v=10E3
¢) S =(0|0]-2)

936 a) yc=-1; D=(0|3|7); S=(6|6/10)
(oder S = (2|-2|2))
b) &c) A= 20,12E2

937 a) xc=2; D=(5]-4|6); S=(1,5/3|8)
(oder S = (9,5|—1]0))
b) ¢~ 63,43°

938 Im Buch ausgefihrt.

939 OXOOOO

940 a) S=(1|2|]-4) b) S=(2|-4|-3)
& S=(3-1|-3) & s=(-20-a|})
e) S=(0/0|0) f) S=(2|-12|7)

941 a) S=(2/|0|]1) b) S=(0|1]0)
c) S=(1]2]-2) d) S=(1]1]4)



942 S=(3]2/4)

z

&1

o

€3

943 a) 1) S=(-2|-1|6);
—(—2)=2W.A. = Seg

. _ 128 =(_5|_1|3
2) z.B: M=A+3AC=(-5|-1|3)

— — — — .
und MS-MA=2+#0 = MSundMA stehen nicht
normal aufeinander = die Pyramide ist schief
b) 1) S=(0/0|3);
2:-0+10-0+5-3=15w.A. = SeE g
2) zB.: M=A+1AC=(0]0|-1)

—_— — — —
und MS - MA = 0 = MS und MA stehen normal
aufeinander = die Pyramide ist gerade

944 A=97,5m? (A=(19|21,5|5,5);
B=(34|31,5/5,5); C=(31|36|5,5); D= (16|26|5,5))
Hinweis: Um die zwei Eckpunkte auf der rechten Seite der
grunen Flache zu erhalten, bestimme die Hohe des Hau-
ses (h = 7 E). Um die zwei Eckpunkte auf der linken Seite
der grinen Flache zu erhalten, stelle die Gleichungen der
jeweiligen Ebene der Seitenflache (15x + 10y = 500
bzw. 15x + 10y = 825) und der Ebene, in der sich die
grine Flache befindet, (z = 5,5) auf und schneide die
beiden Ebenen mit der Ebene der Dachflache.

945 |m Buch ausgefuhrt.
946 Im Buch ausgefihrt.

947 a) Die Ebenen sind parallel.

b) Die Ebenen schneiden einander in einer Schnitt-
geraden.

c¢) Die Ebenen sind ident.

d) Die Ebenen schneiden einander in einer Schnitt-
geraden.

948 a) e&p: 2x+y+z=7
b) &:2x—-5z=-8

949 a) 1) c#—4undd=-2

2) c=—-4undd=-2 3) c beliebigundd+# -2
b) 1) c=2undd#1 2) c=2undd=1

3) c¢# 2 undd beliebig

950 a) nichtident b) ident

1 -1
951 a) z.B.:s: X= (o) +t(o)
0 1

b) z.B.: s:X=(%)+t(—{)
c) z.B.;s:X=(,},)+t( ))

952 Winkel, deren Schenkel paarweise normal aufein-
ander stehen, sind entweder gleich grof3 oder sie ergan-
zen einander auf 180°. Man bezeichnet sie auch als
Normalwinkel.

|
EN

rRroO P®

-35
d) zB..s:X= (759) +t(
0

953 a) Die Ebenen sind ident.

b) Die Ebenen sind parallel.

c) Die Ebenen sind ident.

d) Die Ebenen haben eine gemeinsame Schnittgerade:

2 -4
s: X= (73) +t(3); ¢ =23,02°
0] 1

e) Die Ebenen haben eine gemeinsame Schnittgerade:
10 25

s: X= (13) +t (33); ¢ =61,50°
0 -9

f) Die Ebenen haben eine gemeinsame Schnittgerade:
1

5

s: X= (o) +t (2); ¢ = 65,96°
2 3

954 Gegeben sind zwei Ebenen g1 und &5 in Normal-

vektordarstellung.

[Sind die Normalvektoren parallel?}

Y

Sind die Ebenen-
gleichungen aquivalent?

°

[Die Ebenen sind parallel.] [Die Ebenen sind identisch.]

Die Ebenen haben eine
gemeinsame Schnittgerade.

1 -1
955 a) s: X= (8)+t(1)

35
b) s: X= (_1,5) +t( )
0 4

[
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956 a) Alle drei Ebenen sind parallel.

b) Ebene 1 und Ebene 2 sind parallel, Ebene 3
schneidet beide Ebenen in parallelen Schnittgeraden.
c) Ebene 1 und Ebene 3 sind parallel, Ebene 2
schneidet beide Ebenen in parallelen Schnittgeraden.
d) Ebene 1 und Ebene 2 sind identisch, Ebene 3 ist
parallel zu den anderen Ebenen.

957 Im Buch ausgefuhrt.

958 Im Buch ausgefuhrt.

959 a) |3~ 4,58;
N -2
dxb= ( —9 )
-10
b) |3 ~5,10; &-b=-9; ¢=119,31°

L - 12
axb= (—7)
8

3-b=2; ¢~ 81,64

960 a) x=1; y=-3; z=4
b) x=-3; y=—3%; z=3
961 Im Buch ausgefiihrt.

962 Im Buch ausgefuhrt.
963 a) S=(—-3|2|-3); ¢~ 10,02°
b) S=(3|2/6); ¢~ 61,04°

964 a) S=(-1,5-0,5-8)
b) S=(0]1]18)
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965

IRQ

[R3

Darstellungs-
form

Vektoren als Zahlen-
tupel mit zwei Kompo-
nenten

Vektoren als Zahlentu-
pel mit drei Komponen-
ten

Geometrische |eindeutige Bestimmung | eindeutige Bestim-

Interpretation | der Position von Punk- | mung der Position von
ten oder Wegen in der | Punkten oder Wegen im
Ebene (zweidimensio- |Raum (dreidimensiona-
nales Koordinatensys- |les Koordinatensystem)
tem)

Addition von Die Addition von Vektoren erfolgt komponenten-

Vektoren weise. Geometrisch entspricht sie einer Anein-
anderreihung von Verschiebungen.

Multiplikation |Bei der Multiplikation eines Vektors mit einer

eines Vektors |reellen Zahl wird jede Komponente mit der Zahl

mit einer reel- | multipliziert. Die Multiplikation bewirkt eine

len Zahl Streckung (bzw. Stauchung).

Parallelitatskri-
terium

Zwei Vektoren, die sich nur durch die Multiplika-
tion mit einer reellen Zahl unterscheiden, sind

parallel.

Orthogonali-
tatskriterium

Ist das Skalarprodukt zweier Vektoren 0, so sind

sie normal.

Einheitsvektor

Vektor mit L&nge 1

Gegenvektor

entgegengesetzter Vektor

Normalvektor

Im R kann ein nor-
maler Vektor erzeugt
werden, indem man die
Koordinaten vertauscht
und ein Vorzeichen ver-
andert.

Keine Analogie zur
Erzeugung des Nor-
malvektors im R2; Neu
im R3 ist, dass man
(mithilfe des Kreuzpro-
duktes) einen Vektor
berechnen kann, der
auf zwei verschiedene
Vektoren normal steht.

Nullvektor

3 =(0/0)

8 =(0/0]0)

966 QXX OX

967 a) XX OXO
b) OOXOX

968 Z=r-hfireinre R
und G=H+s-hfireins € R;

969 (D) () (B) ©) (B) (B)

222)2222

970 (3] = (

ag +a, +ajz

ident

=ay +ay +az =

=ay-ax+ay-ay+a;-a;=3-3=3a°




971 a) Skalarprodukt,dennd-b=0<3 L b
b) Kreuzprodukt,dennd x b L 3und3d xb L b
L 10 S, ~10 Lo s,
972 a><b=(43),aberb><a=(13):>a><b#b><a
11

973 a) b) Wird einer der Vektoren um den
b x gistder Faktor k gestreckt/gestaucht, so
Gegenvektor  verandert sich auch der Normalvektor
Zudxb um denselben Faktor.
axb Fx(k-B)=k-(3 xb)
Fxb
b
3
b k.b
3
bx3
R S, ax bx ax
974 (a@xb)-a= [(ay) X (by)] . (ay) =
az bz az
ay by —az by ax
= (—axbz+asz) . (ay) =ayayb, —axa; by —axay b, +
ax by —ay bx az

+ayaybx+axazby —aya;bx=0 = dxblad

-[(3) < (3)] (5) -

ay by —az by bx
= | —axbz+azbx | - | by =aybxbz—aszby—axbybz+
ax by —ay bx bz

(e}

(3 x b) -

+azbyby +axby b, —aybxb;=0 = &xblb

ax bx 2 ay bz —az by
ay | x [ by = || —(axbz —azbx)
az bz ax by —ay bx

2 2 2)2

= (ay by — az by)* + (ax b; — az by)* + (ax by — ay by) =
=(ayb; —az by)2 +(ax by — a; bx)? + (ax by — ay by)? =
=aZb? —2aybya, b, +a2 b? +a2 b? — 2axbyxaz b,

+a2 bZ +aZ b? — 2axbyxay by +aZ b? =
2202 220202202 4222 4 22 P2 4 22 B2
=ay by +ay by +ay by +ay by +a; by +az by

— 2ayxbxay by —2axbyxaz b, —2aybya, b,

2

975 1) |dxbf*=

. 2
2) 1. Schritt: |32 = ( a§+a§+a§) = a? + a2 +a?,

ebenso |b|? = bZ + b2 + b2

ax bx 2
und (3 - b)? = [(Zy) . (zy)] = (ax by +ay by +a; b;)?;
2. Schritt: die ers’zen beizden Klammern werden ausmulti-
pliziert, fr die zweite Klammer gilt: (ax bx+ay by+a; bz)2 =
= (ax bx + ay by + a; bz) - (ax bx + ay by +az b),
durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen kommt
man auf den Ausdruck in der Klammer;
3. Schritt: die Klammer wird aufgeldst und Terme werden
zusammengefasst
3) Es kommt bei beiden das Gleiche heraus, daher gilt:
& x b|? = |32 - |b]2 — (& - b)?

976 1. Schritt: die linke und rechte Seite werden qua-
driert;

2. Schritt: es wird folgender Zusammenhang verwendet:
(cos )2 +(sin p)? =1 = (cos ¢)? = 1 — (sin ¢)?

3. Schritt: es werden die Aquivalenzumformungen — 1
und - (—1) verwendet;

4. Schritt: Die 1 wird auf den gleichen Nenner gebracht
und die Brliche zusammengefasst;

5. Schritt: der Zusammenhang aus 675 wird verwendet:
& x b|? = (3]2- |b]2 — (& - b)?

6. Schritt: durch Wurzelziehen erhalt man den Zusam-

-

menhang: sing = 1axbl

18- b|
1) (sing)2=1-— @-b) _ &[2-1b2 - @- by2
@2 |bf2 jaf2 - |bf2
2) (cosq)? = —@:b_ 1 (sino? — @B

T

977 A=|3| |B|-sina=3|-|B|- Bxbl - |5 x B|
|al-|bl
978 a) Wenn drei
Punkte auf einer Geraden
liegen, so legen sie zwar
eine Ebene fest, diese ist
jedoch nicht eindeutig
(vgl. Abb.).

b) Wenn die Vektoren
— — .
AB und AC parallel sind,
so liegen die Punkte auf
einer Geraden und
umgekehrt.

€2

-1+

2
2) (2) ist der Normalvektor von der Gerade und (4) ist
der Normalvektor der Ebene. °

980 a) 1) den Einstiegspunkt:

0 a by
e X= (o) +s (az) +t (bz)
0 as b3
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2) den Einstiegspunkt: &:4-X=0

<

b) 1) die Richtungsvektoren:

az 1 0
e X= (az) +s (0) +t (1)
as 0 0
2) den Normalvektor: e: (o) -X=a3z bzw. z=a3
1

z

0,75 120
11 110

Die Gesamteinnahmen betrugen 328 €.

0,8 65
981 (05) : (130) =328;

9,6
- 12 -
983 G=E-|12| +K-
12
12

[oNoNoNoNe]

984 D = (-2|2|0); E = (4|-1]4); F = (5/3]4);
G=(-1(64); H=(-2]2/4)

985 z=2
986 v~~~ 7,07m/s
987 z=-11

988 3 x b steht normal auf 3, daher muss das Skalar-
produkt von 3 und 3 x b null sein.
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o oo (3) [3): [3)

1
(alle Vektoren r - (73) mit r € R)
5

9290 OXOXNX

991 P liegt nicht auf der Geraden,da P #A +t- ,ﬁ ist
bzw. das entsprechende Gleichungssystem keine Losung
liefert. Man kann das auch ohne Rechnung sehen, da
die Gerade g die x-Achse beschreibt (y- und z-Kompo-
nente sind immer 0), P hat aber y- und z-Komponenten
ungleich O, daher kann P nicht auf der Gerade g liegen.

992 DOXXO
993 hy=%; h,=-2

o -4
994 ident; h= ( 2 )

995 S=(—5|3|1)

996 Drei Punkte; nicht auf einer Geraden liegen

997 ( 32) : (y) -6 bzw. e x+2y—27=-6
— z

998 a) Diegrofdte Seite mitb ~ 7,07 E liegt dem groB-
ten Winkel mit B ~ 68,20° gegenuber. Die kleinste Seite
mit ¢ ~ 5,39E liegt dem kleinsten Winkel mit y = 45°
gegenuber. (dritte Seite: a = 7TE;
dritter Winkel: a ~ 66,80°); A=17,5E2
b) /ﬁ X Ké steht normal auf die Ebene, die durch die
Punkte A, B und C aufgespannt wird. (ﬁ X K(_J)) X EE‘) liegt
in dieser Ebene und steht normal auf die Seite B_C) Auch
die Hohe hy liegt in dieser Ebene und steht normal auf
die Seite B_C> daher mussen die beiden parallel sein.

1 —4 34 1 —4
ha: X= (2) +s(o); (2): (2)+t~(o);

4 3 2,2 4 3
Lésen des entsprechenden Gleichungssystems liefert
t= —%, daher liegt der Punkt H auf der Hohenlinie h,.
c) Der Hohenschnittpunkt H liegt auf der Hohenlinie h;.
Diese geht auch durch den Punkt C. Damit ist die Gerade
durch die Punkte C und H gleich der Gerade der Hohen-
linie. Die Gerade der HOhenlinie steht normal auf die
Seite ¢, damit muss sie die Seite ¢ schneiden und damit
schneidet auch die Gerade durch die Punkte C und H die
Seite c.

5 -8
Die Gerade g: X = (7) +s (725) und die Gerade, auf der
1 6

1 4

die Seite c liegt, c: X= (2] +t (—2) , schneiden sich im
4 -3

Punkt S = (3,07|0,97|2,45).



— — —
999 a) |AS| ~ 4,47E; |BS| ~ 7,28E; |CS| =~
7,87E; |FS)| ~ 5,39E; Alle vier Langen sind unter-
schiedlich lang. = schiefe Pyramide

2 -1
= Die Kanten AD und CD stehen normal aufeinander.

T

3
Der Normalvektor der Ebene n = | -6 | ist parallel zum

— > -2 -2
D= (05/5); AD-CD=(1)~(_2 _

1 6
Richtungsvektor | -2 | der Geraden h, daher steht die
2

Gerade h normal auf die Grundflachenebene.

c) Das Gleichungssystem ergibt sich, wenn man die
Parameterform der Ebene mit der Parameterform der
Geraden h gleichsetzt. Es wird also der Schnittpunkt der
Geraden h mit der Tragerebene berechnet. Der Schnitt-
punkt ist der FuBpunkt F;

Aus dem Gleichungssystem erhalt man die Werte flr r, s
und t. Um den FuBpunkt F zu erhalten, kann z. B. r in die
Parameterform der Geraden h eingesetzt werden.
F=(-31413)

d) Wenn man den Winkel zwischen dem Normalvektor ii
und der Geraden g berechnet, erhalt man zundchst den
Winkel ¢’. Der Normalvektor und eine beliebige Gerade
auf der Ebene, die auch durch den Schnittpunkt S geht,
schlieen einen Winkel von 90° ein. Daher erhalt man
den gesuchten Winkel ¢, indem man ¢’ von 90° abzieht.
¢ =26,57°

Thema: Schnitte von Prismen und Pyramiden
mit Ebenen

T1 Im Buch ausgeflhrt.
T2 Im Buch ausgefihrt.
T3 B; =(2,5/2,5[1,5); Dy =(0[0|3)

T4 Im Buch ausgefihrt.



8. Elementare Wahrscheinlich-
keitsrechnung

1000 Im Buch ausgefiihrt.
1001 Im Buch ausgeflhrt.

1002 a) Q = {Kopf,Zahl}

b) Q = {Janner, Februar, Marz, April, Mai, Juni, Juli,
August, September, Oktober, November, Dezember}

c) 0={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

d) Q={AB,AB,O0}

1003 a) z.B.: Die Augenzahl ist groRer als 4.
b) z.B.: Die Augenzahl ist gerade.

c) z.B.: Die Augenzahl ist durch 6 teilbar.

d) z.B.: Die Augenzahl ist héchstens 5.

1004 a) z.B.: Es wird zweimal 6 geworfen.

b) z.B.: Es wird zweimal die gleiche Augenzahl gewor-
fen.

c) z.B.: Die Summe ist 3.

d) z.B.: Die Summe ist groRer als 10.

1005 K ... Kopf, Z...Zahl
a) Q={(KK)(K2),(ZK).Z2}

b) Q= {(KKK),(KKZ2),(KZK)(KZ2)ZKHK),
(Z.K.2),Z.2K),ZZ2)}

1006 r...rot, g...gelb, w...weil

a) Q={r.gw}

b) Q = {(r.n.(r.8.@&rn.(rw),w,r),(g8g)Ew),
(w. 8), (w, W)}

1007 a) 1) A={13,5}

2) Die Augenzahl ist gerade; A’ ={2,4,6}

b) 1) A={23,5}

2) Die Augenzahl ist keine Primzahl; A’ ={1,4,6}
c) 1) A={3,6}

2) Die Augenzahl ist nicht durch 3 teilbar;

A =1{1,2,4,5}

d 1) A={1,23,4,5,6}

2) Die Augenzahl ist keine natiirliche Zahl; A" = {}

1008 a) A=1{1,23,4}; A ={5}

b) A={B,0}; A ={AAB}

c) A={ZK).(K2}, A={Z2 KK}

d) A= {mmm),www} A = {mmw),
(m,w,m),(m,w,w),(w,m,m),(w,m,w), (w,w,m)}
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1009 a) z.B.: Q: alle naturlichen Zahlen von 1
bis 100; A: alle Quadratzahlen

b) z.B.: Q: alle natlrlichen Zahlen bis 20;

A: alle zweistelligen Primzahlen

1010 a) 1) A={17,18,...,32};
A'={0,1,...,16}

2) Maximal die Halfte schaffen die Prifung.

b) 1) A={24,25,...,32}; A'={0,1,...23}

2) Weniger als 75% aller Personen bestehen die Pru-
fung.

c) 1) A={0,1,2,3,4}; A ={56,...,32}

2) Mindestens funf Personen bestehen die Prifung.
d 1) A={0,1,2,3}; A ={45...,32}

2) Mehr als 10 % aller Personen bestehen die Prifung.

1011 a) Es gibt 32 Personen bei der Fahrschul-
prufung und daher O bis 32 Personen, die die Prufung
schaffen kénnen, aber auch O bis 32 Personen, die die
Prifung nicht schaffen kénnen.

b) Die Mengen sind genau vertauscht.

1012 Es werden hier jene Personen gezahlt, die eine
glltige Fahrkarte besitzen.

a) A={30}; A ={0;1;2;...29}

b) A={0,1,...,28}; A ={29,30}

c) A={0,1,...,20}; A’ ={21,22,...,30}

d A={0,1,...,14}; A’ ={15,16,...,30}

1013 OX OX X

1014 a) A’ enthalt per Definition nur Elemente, die
nicht in A enthalten sind. Es gibt kein Element, dass in A
und in A’ enthalten ist, d. h. die Durchschnittsmenge ist
die leere Menge.

b) A’ enthélt alle Elemente aus Q die nicht in A sind.
Ein beliebiges Element aus Q) ist entweder in A oder in A’
enthalten, d. h. die Vereinigung der beiden ist Q.

Al

1015 a) z.B.: 70% = P(,Treffer*)=0,7

b) z.B.: 6-mal = P(,Treffer) = 0,6

¢) Je mehr Versuche unternommen werden, desto
genauer kann die Wahrscheinlichkeit ermittelt werden.
10 Wiurfe werden daher nur einen sehr ungenauen Schatz-
wert flr die Wahrscheinlichkeit liefern.



1016 a) Kopf: :L; Zahl: 22, P(K)~ 3L =42,5%
b) Kopf: 22; Zahl: 18; P(K)~ 22 =55%

10 10
1017 1) z.B.
Kopf (K) | Il
Zahl (2) | M1
2) &3) z.B.:
Anzahl der Wiirfe | absolute Haufigkeit K | relative Haufigkeit K
10 4 i = 40%
20 9 55 = 45%
30 13 1B ~433%
40 17 35 =425%
50 26 2 =52%

4) Die Daten folgen dem empirischen Gesetz der
groRen Zahlen.

1018 a) P(1) =~ 18,3%; P(2) ~ 15%; P(3) ~ 13,3 %;
P(4) ~ 20%; P(5)~25%; P(6)=~8,3%

b) P(1)x=15%; P(2)~ 16,7%; P(3) = 18,3%;

P(4) =~ 20%; P(5)~ 13,3%; P(6) =~ 16,7%

1019 links: 500-mal geworfen; rechts: 20-mal gewor-
fen;

Auf der linken Seite schwanken die Werte viel weniger
um die theoretische Wahrscheinlichkeit von % als auf der
rechten Seite und nach dem Gesetz der groflen Zahlen
stabilisiert sich die relative Haufigkeit mit zunehmender
Versuchszahl.

1020 1) Die Geburten Buben

nebenstehende Tabelle 0 bis 100 57,00%
zeigt, dass die relativen - 5

Anteile anfangs stark 0 bis 200 52,50%
schwanken, sich aber mit O bis 400 | 52,75%
wachsendem n 0 bis 800 51,38%
stabilisieren. 0 bis 1200 | 50,92%
2) Die 0 bis 2000 | 51,60%
Wahrscheinlichkeit liegt 'S by
bei etwa 51 %. 0 bis 2800 | 50,96 %

1022 OXX OO

1022 a) z.B.: sicheres Ereignis: ,Die Augenzahl ist
hoéchstens 6.“; unmdgliches Ereignis: ,Die Augenzahl
ist ein Vielfaches von 7.“

b) z.B.: sicheres Ereignis: ,Der Schuler hat die Note
1,2, 3, 4 oder 5.“; unmdgliches Ereignis: ,,Der Schuler
hat die Note 7.“

c) z.B.: sicheres Ereignis: ,Die Karte hat die Farbe Pik,
Kreuz, Karo oder Herz.“; unmdgliches Ereignis: ,Die
Karte hat die Farbe griin.“

d) z.B.: sicheres Ereignis: ,Die Blutgruppe ist A, B, AB
oder 0.“; unmdégliches Ereignis: ,Die Blutgruppe ist F.“

1023 Im Buch ausgefuhrt.
1024 Im Buch ausgefuhrt.

1025 0={1,2,3,4,5,6} a) P(1)=
b) P(2)=1~16,7% c) P(5 oder 6)
d) P(2,40der6)=1=50%

16,7 %

1
6
=z~ 33,3%

Wl R

1026 a) z.B.: Die Augenzahl ist eine ungerade Zahl;
die Augenzahl ist eine Primzahl;  die Augenzahl ist grofer
als 3.

b) z.B.: Die Augenzahl ist ein Vielfaches von 3; die
Augenzahl ist groRer als 4; die Augenzahl ist héchs-
tens 2.

1027 a) P(,Karo*)= % =25%
b) P(,kein Karo“) = % =75%
c) P("ASS“) = % =20%

d) P(,HerzAss*)= 55 =5%

1028 a) z.B.: Man zieht Herz-Bube;

man zieht Karo-10; man zieht Herz-Dame.

b) z.B.: Man zieht eine rote Karte; man zieht eine
schwarze Karte; man zieht die Farbe Herz oder Pik.

1029 QO={10,11,...,30}
a) A={16,25}; PA)=Z ~95%

b) A={11,13,17,19,23,29}; PA)= £ ~28,6%
¢) A={11,12,...,30}; PA)=2 ~952%

d) A={10,11,...28}; PA) =22 ~905%

1030 1) Wirgehen davon aus, dass fir jeden Schiler
und fur jede Schilerin die Wahrscheinlichkeit zur Stun-
denwiederholung ausgewahlt zu werden gleich ist, also
keine Person bzw. kein Geschlecht bevorzugt wird. Damit
handelt es sich um ein Laplace’sches Zufallsexperiment.
2) In der 6A ist es wahrscheinlicher, dass ein Madchen
aufgerufen wird. Die Wahrscheinlichkeit liegt bei 60,7 %,
wahrend sie in der 6B bei 60 % liegt.

1031
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1032 1) P(,schwarz’)= £ ~54,5%

2) P(,blau oder weil“) = 151 ~45,5%

3) Die Sockenpaare haben nur 3 Farben und damit ist
die Wahrscheinlichkeit daflir ein schwarzes Sockenpaar
oder ein blaues oder weiles Sockenpaar zu ziehen ein

sicheres Ereignis.

1033 Beide Ereignisse sind gleich wahrscheinlich und
zwar P(A) = %, da die Ereignismengen aus gleich vielen
Wertepaaren bestehen:

Summe der Augenzahlen kleiner als 5:
A={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1)};

zwei gleiche Augenzahlen:

A={(11),(2,2).(3,3).(4,4),(55),(6,6)}

1034 O X XX X

1035 a) b) c) Pl)=P@4)=

P(l)=P2)= P1)=P3)= =1=125%,

=1=50% =1 =25% P(2) = P(3) =
P2)=35=50% =3-375%

S

1036 P(1)=P(5) = i = 6,25%,
P(2)=P@4)=%=25%, P@3)=3=375%

1037 Im Buch ausgefihrt.
1038 Im Buch ausgefihrt.
1039 Im Buch ausgeflhrt.

1040 30 Personen bekommen einen Gewinn; das ent-
spricht einer Gewinnwahrscheinlichkeit von 1 ~ 3,3%.
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1041 1)

Der Zahler

2) Im Nenner wirde uberall 12 stehen.
wurde sich in der zweiten Zeile jeweils bei der gleichen
Farbe, die im Zug davor gezogen wurde, um 1 erhéhen.
Alle anderen Briiche bleiben gleich.

1042 a) P(,nurrot*)=E& L. & ~255%

12 11
b) P(,nurweiB*) = 75 - 3 - 1,8%
~17,0%

2
12 °11 " 10
c) P(,rot-weiR-rot”) =
=1 — P(,nur rot*) =

8 .4 T
12 11 " 10
d) P(,,mindestens einmal weif’“)
- e ~

=1- 12 i1 E 74,5%
1043 a) Lisabekommt nur Fragen, die sie gelernt hat.
b) Lisa bekommt mindestens eine Frage, die sie nicht
gelernt hat.
c¢) Lisa bekommt nur Fragen, die sie nicht gelernt hat.
d) Lisa bekommt mindestens eine Frage, die sie gelernt
hat.

1044 a) P(,alle Fragen rlchtlg“) =1.1.1.1212%

3
b)  P(,mindestens eine Frage richtig") = 1—2-2-2.2 ~ 80,2%
1045 den ganzen Code; (1—10)4

1046 a) P(,alle vier wahiten Alexander Van der Bellen“) ~ 8,4 %
b) P(,alle vier wahlten Norbert Hofer“) ~ 4,6 %

1047 P(,HAHN®) = 1,56 %;
Damit gibt es vorraussichtlich 15625 Gewinne. Es wer-
den 937 500 € ausbezahlt und 1000 000 € eingenom-
men. Das Spiel ist nicht fair.

1048 a) mindestens 17-mal
b) mindestens 13-mal ¢) mindestens 26-mal

1049 Im Buch ausgeflhrt.

1050 Im Buch ausgefihrt.



1051 a)

b) P(,genau zweimal gewinnen®) =

P(,genau einmal gewmnen )= 2 2 42,2%
LIV 1a.1%

1052 a) P(,eine WeiBe und zwei Schwarze*) = 225 ~ 43,9 %
b)  P(,zwei Weie und eine Schwarze*) = 133 ~ 26,4%
c) P(,alle dieselbe Farbe“) = g ~ 29,7%

d) P(,zwei gezogene derselben Farbe*) = 45

45 % 70,3%

1053 a) P(,eineWeiRe und zwei Schwarze”) = 2 53,6 %
= —g ~ 26,8%
c) P(,alle dieselbe Farbe“) = % ~ 19,6%

d) P(,zwei gezogene derselben Farbe*) = % ~ 80,4 %

b) P(,zwei Weifle und eine Schwarze“)

1054 a) Von der Reisegruppe hat niemand einen ver-
botenen Gegenstand.

b) Von der Reisegruppe hat mindestens eine Person
einen verbotenen Gegenstand.

c¢) Von der Reisegruppe hat genau eine Person einen
verbotenen Gegenstand.

d) Von der Reisegruppe haben genau vier Personen
einen verbotenen Gegenstand.

1055 a) P(,mindestens ein Madchen*) = 222 ~ 98,1%

b) P(,héchstens ein Madchen®) = 11 ~ 16,9%

1056 a) P(,mindestens ein gelerntes Thema dabei“) = % 56,9 %
b) P(,mindestens ein gelerntes Thema dabei“) = % ~ 90,2%

1057 P(,Gegenreaktion bei mindestens zwei Personen”) ~ 59,4 %

1058  P(,Scheitern spatestens bei der dritten Frage”) = % ~ 98,4%

1059 P(,mindestens drei Fragen richtig") = & ~ 2,7%

1060 a) 1) P(,positive Prifung”) =

=05%+05-05%10=54, ~1,1%

2) P(,Prifung schaffen”) ~ 3,2%

b) 1) P(,positive PrUfung“) =
=0,25°+0,25*.0,75-5= L ~ 1,6%
2) P(,Prifung schaffen”) ~ 4,6%

1061 Beide haben eine 50 %-Chance zu gewinnen.

i 1,5, 4 1,5 4 3. 2. 1.
(Julia: 3+ 2 - 2 4+635 4 5%

. 5.1 5.4 1 5 3.2.1
Herbert: 2-2+8-8-3-3+8-8-3:5°3°1)
1062 X O XX O

1063 Mit 1,18 % Wahrscheinlichkeit bricht die Strom-
versorgung zusammen.

1064 Im Buch ausgefuhrt.

1065 Im Buch ausgeflhrt.

1066 a) 312 ~561% b) S5 ~52,0%
¢) 2 ~622% d 31~378%

1067 a) P(,aus der 6A“|,aus der 6. Klasse*)
b) P(,ist weiblich“|,aus der 6A“)

c) P(,
d) P(,aus der 6A“

‘)

,hat ein Smartphone®)

”

1068 1)
weiblich mannlich
Raucher 40 40 70
Nichtraucher 50 80 130
90 110 200

2) P(,raucht”|,weiblich“) = g ~ 44,4 %

3) P(,raucht‘|,mannlich*) = 3 ~ 27,3%

1069 1)
Matura  keine Matura
arbeitslos 2% 8% 10%
nicht arbeitslos 33% 57 % 90 %
35% 65 % 100 %

2) P(,Matura“|,nicht arbeitslos“ =1 ~36,7%
3) P(,arbeitslos”|,,Matura®) = 35 N 5 7%

1070 P(,benutzt Zahnpasta“|,kennt Werbung"“) = % ~71,4%

1071
weiblich mannlich
raucht 2% 20% 22%
raucht nicht 18% 60 % 78%
20% 80% 100 %

a) P(,raucht”|,weiblich“)=10%
b) P(,mannliche Nichtraucher”) = 60 %

1072
geeignet nicht geeignet
bestanden 82,8% 0,2% 83%
nicht bestanden 7,2% 9,8% 17%
90 % 10% 100 %

a) Mit 71¢ ~ 99,8 % Wahrscheinlichkeit ist die Person
geeignet.
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b) Mit % ~ 57,6 % Wahrscheinlichkeit ist die Person
nicht geeignet.

1073 XOOXO
1074 Im Buch ausgeflhrt.

1075 a) P(,krank“|,Test positiv*)
b) P(,Test negativ‘|, krank®)
c) P(,krank®|,Test negativ®)
d) P(,Test negativ|,krank*)

15% 85%

krank gesund

75% 25% 4% 96 %

Test positiv Test negativ Test positiv Test negativ

1076 1)

2) P(,krank*|,Test positiv‘) = 322 ~ 76,8 %

1077 P(,krank“|,Test positiv) = ffs ~33,1%

1078 P(,HIV“|,Test positiv*) = 6—0 ~97,2%

1079 a) P(,Allergie”|,Test positiv‘) = 122 ~ 57,5%

b) P(,gesund“|,Test negativ”) ~ 99,99 %

1080 1) Erkrankte: 0,15% - 12000 = 18, davon
haben 50,5% ein positives Testergebnis, also rund 9.
Die anderen 9 haben ein negatives Testergebnis. Diese
beiden Zahlen sind im roten Kreis dargestellt.

positives Ergebnis bei Gesunden:

(1—-0,15%) - (1 —95%) - 12000 ~ 599

Diese Zahl ist im blauen Kreis dargestellt.

2) P(,krank“|,Test positiv‘) =~ 1,49 %;

Der Uberraschend kleine Wert ergibt sich aus der hohen
Anzahl an Personen, deren Tests — obwohl gesund — eben-
falls positiv sind. Im Diagramm sind das 599 Personen
im Vergleich zu nur 9 Personen, die bei positivem Test
tatsachlich auch erkrankt sind.

1081 1) ca. 150 Mio. €

2) Bei 100000 Untersuchten liefert dieser Test 100
falsche negative Ergebnisse. In diesen Fallen sind
Frauen infiziert, obwohl der Test ein negatives Ergeb-
nis liefert. 59400 Ergebnisse sind falsch positiv, das
heilt, dass 59400 Frauen ein positives Testergebnis
erhalten, obwohl sie nicht infiziert sind. 100 Frauen wah-
nen sich also falschlicherweise in Sicherheit, wahrend
59 400 Frauen verunsichert werden.
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1082 Spezifitdt: Gibt an, bei wie viel Prozent der Gesun-
den mit diesem Test die Erkrankung ausgeschlossen wer-
den kann. Sie sollte vor allem beim Screening grof3er
Bevolkerungsgruppen moglichst dicht bei 100 % liegen,
weil sonst zu viele Gesunde falsch der Gruppe der Erkrank-
ten zugeordnet werden.

Berechnung: P(,Test negativ“|,gesund“) = —fo_—

r+f,

(rn ... Haufigkeit der richtig negativen Testergebnisse,

fp ... Haufigkeit der falsch positiven Testergebnisse)
Sensitivitat eines Testes: Gibt an, bei wie viel Prozent der
Erkrankten mit diesem Test die Erkrankung erkannt wer-
den kann. Sie sollte bei schwerwiegenden Erkrankungen
wie HIV-Infektion méglichst nahe bei 100 % liegen.

Berechnung: P(,Test positiv“|,krank“) = ﬂj

(rp ... Haufigkeit der richtig positiven Testergebnisse,
fn ... Haufigkeit der falsch negativen Testergebnisse)

1083 Es gilt: P(BJA) = J%L daher gilt auch

P(AN B) = P(BJA) - P(A). Weiters gilt:
P(B) = P(A N B) + P(A’ N B P(BJA) - P(A) + P( B|A' ). P(AY),
PBIA)- _ PANB)
und damit: P(B|A)-P(A)+P(B|A’ T = re . = PAIB)

1084 Im Buch ausgefiihrt.

1085 P(,positive Wirkung“|,Medikament*) ~ 48,3 %;
P(,positive Wirkung“) = 44 %
Die Einnahme des Medikaments wirkt sich etwas auf den

Gesundheitszustand aus.

1086 1) a) P(B|A) ... Wahrscheinlichkeit, an Grippe
zu erkranken, wenn man geimpft wurde;

P(B) ... Wahrscheinlichkeit, an Grippe zu erkranken;

Die Wahrscheinlichkeit einer Grippeerkrankung ist kleiner,
wenn man geimpft ist, d. h.: P(B|A) < P(B);

P(B|A) = 22,6 %; P(B)=42%)

b) P(B|A’) ... Wahrscheinlichkeit, an Grippe zu erkran-
ken, wenn man nicht geimpft wurde;

P(B) ... Wahrscheinlichkeit an Grippe zu erkranken;

Die Wahrscheinlichkeit einer Grippeerkrankung ist hoher,
wenn man nicht geimpft wurde, d. h.: P(B|A") > P(B);
P(B|A") ~ 63,8%; P(B)=42%)

c) P(B'|A) ... Wahrscheinlichkeit, nicht an Grippe zu
erkranken, wenn man geimpft wurde;

P(B) ...Wahrscheinlichkeit, nicht an Grippe zu erkranken;
Flr geimpfte Personen ist die Wahrscheinlichkeit gesund
zu bleiben, héher, d. h.: P(B'|A) > P(B');

P(B'|A) ~ 77,4%; P(B')=58%)



d) P(B'|A) ... Wahrscheinlichkeit, nicht an Grippe zu
erkranken, wenn man nicht geimpft wurde;

P(B’) ... Wahrscheinlichkeit, nicht an Grippe zu erkranken;
Flr Personen, die nicht geimpft sind, ist die Wahrschein-
lichkeit, gesund zu bleiben, niedriger, d.h.: P(B'|A") <
P(B); (P(B'|A") ~ 36,2%; P(B')=58%)

2) P(B|A)~22,6%; PA)=42% = P(B|A) < P(B)
1087 P(A|B)=95%; P(A)=95%;

die Ausfallswahrscheinlichkeiten der beiden Alarm-
anlagen sind damit unabhangig.

1088 a)
weiblich mannlich
chronische Erkrankung 4% 5% 9%
gesund 41 % 50 % 91%
45% 55 % 100 %

b) P(,erkrankt“|,weiblich“) ~ 8,9 %;

P(,erkrankt“) =9%; P(,erkrankt”|,méannlich“) ~ 9,1%
Alle drei Werte sind annahernd gleich, daher ist die Erkran-
kung wahrscheinlich unabhangig vom Geschlecht.

1089 P(BJA) = 4%1 = HAg(‘Tfj@ = P(B)

1090 Die Ereignisse sind nicht unabhangig weil je
nach Ausgang von Ereignis A sich die Grundgesamtheit
an defekten oder funktionierenden Werksticken andert.
Somit andert sich die Wahrscheinlichkeit von B abhangig
von A.

PBIA) = & - L ~622% PBIA)=32 8 ~17,8%
1091 Angenommen, in einer Schachtel liegen 5 rote
und 5 gelbe Kugeln.

Die Wahrscheinlichkeit, beim zweiten Zug eine rote Kugel
zu erhalten, hangt beim Ziehen ohne Zurucklegen davon
ab, welche Kugel beim ersten Mal aus der Schachtel ent-
nommen wurde. Es gilt:

P(,2. Kugel rot“|, 1. Kugel rot‘) = 5 # 5= P(,2. Kugel rot*)
Beim Ziehen mit Zurlcklegen andert sich die Grund-
gesamtheit nicht. Die Wahrscheinlichkeit fur eine rote
Kugel ist bei jedem Zug 50 %.

1092 1) P(,Schwarz“) = %—? ~ 48,6 %
2) P(,Schwarz“|,vorher Schwarz“) = %—*73 ~ 48,6 %
Die Wahrscheinlichkeit, dass beim nachsten Mal Schwarz

kommt, ist unabhangig davon, welche Farbe zuvor war.

1093 X O X W X

1094 1) 0={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}; A={0}
2) Mindestens ein Produkt ist fehlerhaft.

1095 Dazu muss man eine Versuchsreihe machen und
die relativen Haufigkeiten, wie oft das Marmeladenbrot
auf die Marmeladenseite fallt, notieren. Nun kann Uber-
pruft werden, ob die relative Haufigkeiten und damit die
Wahrscheinlichkeit tatsachlich héher als 50 % ist.
Hinweis: Bitte dieses Experiment nicht in einer frisch
geputzten Kiche durchflhren!

1096 OOXXO

1097 P(,nur Herz“)= &L ~ 1,3%

1098 OOXONX

1099 Die relative Haufigkeit kann als Schatzwert fir
die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses herangezogen
werden — vor allem dann, wenn das Zufallsexperiment
sehr haufig durchgefihrt wird. Abweichungen von der
tatsachlichen Wahrscheinlichkeit sind moglich.

1100 Eine Person hat einen Fuhrerschein. P(A|B)
beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass sie einen Auto-
unfall hat.

Eine Person hat einen Autounfall. P(B|A) beschreibt die
Wahrscheinlichkeit, dass die Person einen Flhrerschein
hat.

1101 a) P(B|A) beschreibt die Wahrscheinlichkeit,
dass eine Person, die gerne Austern isst, auch gerne
Brokkoli mag. Will man die Wahrscheinlichkeit berech-
nen, so ermittelt man dazu den relativen Anteil:

Im Nenner steht die Grundgesamtheit, d. h. jene Perso-
nen, die gerne Austern mogen. Von dieser Gruppe wahlt
man die aus, die gerne Brokkoli essen. Im Zahler steht
also die Menge aller Personen, die beides, Austern und
Brokkoli, gerne essen.

Hinweis: Ob man mit Absolutwerten oder mit Wahrschein-
lichkeiten rechnet, ist egal.
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b) Berechnet man P(B|A), so nimmt man an, dass das
Ereignis bereits eingetreten ist. Nur ein Teil des Mengen-

diagramms ist fir die Berechnung relevant:
A

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Element in der Menge B

liegt, kann durch einen relativen Anteil berechnet werden:
A

1102 a) 6 unterschiedliche T-Shirts, sichtbar im letz-
ten Schritt des Baumdiagramms
b) 36 unterschiedliche Konfigurationen

Anzahl der
Personen (n)

Anzahl der
Begriungen

1103 O ={(g g). (g b), (b.8). (b, b)}; {(g b)}

1104 A = {(r, r,r),(r,r,b),(r,b,r),(r,b,b),(b,r,r),
(b,r,b),(b,b,r),(b,b,b)}

1105 QOOXOO0QO

1106 auf Basis der erhobenen Daten geschatzt;
eine empirisch ermittelte Wahrscheinlichkeit

OXOXO

1109 P(,rot-wei-rot*) = A% ~ 3,7%
1110 XK O XX

D)

1112 P(,zwei Unvorbereitete*) = 2 ~ 2,9%

OXOXO

1107

1108

1111

1113

920

1114 P(BJA) = % =87,5%; P(B)=50%;
Die Flhrung in der 1. Halbzeit hat einen starken Einfluss
auf den Gewinn.

1115 a) Ein Maturant oder eine Maturantin schafft
mit einer Wahrscheinlichkeit von 77,8 % die Matura beim
ersten Antritt.

Die relative Haufigkeit kann als Schatzwert fur die Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses herangezogen werden —
vor allem dann, wenn n (hier: Anzahl der Maturant/innen)
grofd ist.

b) 0,65-0,25+0,35-0,17 = 0,222 = 22,2 %;

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 22,2 % erhalten Schuile-
rinnen und Schiler die Note 5.

0,65 0,35

Médchen Burschen
0,06 0,25 0,12 0,17
Note 1 Note 5 Note 1 Note 5

c) P(,Mathematik-Matura-Note: Sehr gut“|,Person ist weiblich“) = 6 %;
Wenn ein Madchen ausgewahlt wurde, dann ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass sie die Note 1 hat 6 %.
P(,Mathematik-Matura-Note: Sehr gut und Person ist weiblich“) = 3,9 %;
Die Wahrscheinlichkeit, dass unter allen Personen ein
Madchen ausgewahlt wird und dieses Madchen die
Note 1 hat, ist 3,9 %.

1116 a) PE)=p*+4p3(1—p)+(1—p)2p2=
=p*+4p3 —4pt+(1—2p+p?)p? =
=pt+4p3 —4pt+p2 —2p3+pt=
=—2p*+2p3+p? =2p3(1—p) +p?

Wq, Wy ... Wasserkraftwerk

@ .. falltaus

K1, Ko ... kalorisches Kraftwerk QO ... falit nicht aus

b) Die Wahrscheinlichkeit p darf hochstens 19,5 % sein.
P(E)=p?(1 —p)+p < 0,05 = p < 4,78%
Die Wahrscheinlichkeit p darf nun héchstens 4,7 % sein.



Thema: Das Ziegenproblem
T1 Spiel

T2 a) 1. Fall: Der Ferarri steht hinter Tur 1: Der Spiel-
leiter 6ffnet entweder Tar 2 oder Tur 3. Bastian andert
seine Wahl und wechselt entweder zu Tur 2 oder Tur 3.
Er verliert.

2. Fall: Der Ferarri steht hinter Tr 2: Der Spielleiter 6ffnet
daher Tlr 3. Weil Bastian nicht bei seiner Wahl bleibt
und sich fur Tar 2 entscheidet, gewinnt er den Ferrari.
3. Fall: Der Ferarri steht hinter Tur 3: Der Spielleiter 6ffnet
daher Tar 2. Weil Bastian nicht bei seiner Wahl bleibt
und sich fur Tar 3 entscheidet, gewinnt er den Ferrari.
b)

1. Fall: Der Ferarri steht hinter Tir 1: Der Spielleiter 6ffnet
daher Tlr 2. Weil Bastian nicht bei seiner Wahl bleibt
und sich fur Tur 1 entscheidet, gewinnt er den Ferrari.
2. Fall: Der Ferarri steht hinter Tir 2: Der Spielleiter 6ffnet
daher Tar 1. Weil Bastian nicht bei seiner Wahl bleibt
und sich flr Tir 2 entscheidet, gewinnt er den Ferrari.
3. Fall: Der Ferarri steht hinter Tir 3: Der Spielleiter
offnet entweder Tur 1 oder Tir 2. Bastian andert seine
Wahl und wechselt entweder zu Tur 1 oder Tur 2. Er
verliert.

T3 a) P(,Gewinn“)=10% b) P(,Gewinn“)=90%

T4 individuelle Losungen
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