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2. Matrizen

2.1 Was sind Matrizen?

Mit den Matrizen lernen wir neue Rechenobjekte ken-
nen. Matrizen sind vor allem dann sehr nutzlich, wenn
mit Tabellen von Zahlen oder Termen gearbeitet werden
soll. Matrizenrechnung stellt fur die unterschiedlichsten
Teilbereiche der Mathematik wichtige Werkzeuge bereit.

Einige Grundbegriffe

2.1) Eine Mobelkette betreibt in Oberosterreich zwei
Filialen, eine in Linz und eine zweite in Steyr. Es
werden zwei neue Designer-Sofas A und B in
das Sortiment aufgenommen.

Die Filialleiter legen der Geschaftsleitung die
Verkaufszahlen flir das erste Quartal 2012
Ubersichtlich in Tabellenform vor.

Linz A B Steyr A B

Jan 108 | 65 Jan 122 | 99
Feb | 302 | 127 Feb 36 65
Mar | 207 | 114 Mar 72 79

Stelle die Verkaufstabellen in Form von Matri-
zen dar. Was wird durch die Zeilen, was durch
die Spalten beschrieben?

Ausfiihrung:

Die Verkaufszahlen lassen sich in einem Zah-
lenschema (in einer Matrix), das in Zeilen und
Spalten gegliedert ist, gut darstellen. In den
Zeilen stehen die Zahlen fur die Monate und in
den Spalten fur die Erzeugnisse.

108 65 122 99
L =302 127) S=| 36 65)
207 114 72 79

Die beiden Matrizen in Beispiel 2.1 sind (3 X 2)-Matri-
zen. Die erste Zahl ist die Anzahl der Zeilen, die zweite
die Anzahl der Spalten (,Zeile mal Spalte*®).

Die Position jedes Elements der Matrix wird durch den

Zeilenindex und durch den Spaltenindex angegeben,
z.B: I, =114; s, , = 99.

Ein rechteckiges Zahlenschema mit m Zeilen und
n Spalten

ay @i ... aq,
M= |32 82 - a2
8mi @mp ee- 8mn

wird (m X n)-Matrix genannt.

Man bezeichnet (m X n) als den Typ oder die
Dimension der Matrix. Die Menge aller (m X n)-
Matrizen bezeichnen wir mit M, .
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Matrizen sind nicht nur praktisch zur Ubersichtlichen Be-
schreibung von Zusammenhangen, wo viele einzelne
Daten auftreten, sondern sind so wie Zahlen oder
Vektoren wichtige Rechenobjekte. Sie werden z.B. zur
Beschreibung von Sachverhalten in der Naturwissen-
schaft und Technik, in der Wirtschaft, in der Soziologie
und in der Informatik verwendet.

Zwei Matrizen sind dann gleich, wenn sie die die-
selbe Dimension (m X n) besitzen und in den ent-
sprechenden Elementen Ubereinstimmen.

22)A = (%1 %) |

21 a22

15 31)

Was folgt aus A = B?

Ergebnis:
a,, =71, a,=-3, a, =12, a,, =31

Besondere Matrizen

1. Quadratische Matrix: Die Anzahl der Zeilen ist gleich
der Anzahl der Spalten.

2. Einheitsmatrix E: Die Einheitsmatrix E ist die quadra-
tische Matrix, bei der alle Elemente der Hauptdiago-
nale 1, die Ubrigen Elemente O sind:

10 ... 0
e
00 .. 1

3. Nullmatrix N: Jedes Element der Nullmatrix N ist O.

4. Eine einzeilige Matrix heifdt Zeilenvektor:
M = (a4, @15, @13, @14) @45)

5. Eine einspaltige Matrix heiflt Spaltenvektor:

6. Vertauscht man in einer Matrix A alle Zeilen mit den
ihnen entsprechenden Spalten, so erhalt man die
zu A transponierte Matrix A’.

7. Gilt bei einer quadratischen Matrix A = A’, so ist A
eine symmetrische Matrix.

2.3 ) Transponiere die folgenden Matrizen:

A-(323) s-(22) c-[g
5
Ausfuhrung:
1 4
-y e-GE) c-eas

27.02.12 16:10



2.2 Rechnen mit Matrizen

Addition und Subtraktion von Matrizen

2.4

Verwende weiter die Angaben aus Beispiel 2.1.

a) Die Firmenleitung mochte die Gesamtab-
satzzahlen von Linz und Steyr fur die beiden
Sofas A und B — getrennt fur die einzelnen
Monate — ermitteln. Wie ist vorzugehen?

b) Wie lassen sich die Verkaufszahlen bequem
vergleichen?

Ausfuhrung:
BildeL +S und L — S:
108 65 122 99 230 164
a) (302 127 |+ | 36 65| = (338 192
207 114 72 79 279 193
108 65 122 99 -14 -34
b) (302 127 | —| 36 65| = (266 62)
207 114 72 79 135 35

Du addierst bzw. subtrahierst also elementeweise je-
weils die Elemente, die an der gleichen Stelle in den
Matrizen stehen. Das ist naturlich nur sinnvoll, wenn die
beiden Matrizen gleiche Zeilen- und Spaltenanzahlen
aufweisen.

Zwei Matrizen A und B gleichen Typs

werden addiert bzw. subtrahiert, indem man die
entsprechenden Elemente addiert bzw. subtra-
hiert.

Man schreibt: A+ B =C bzw. A— B =D

Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl

2.5

Durch eine Werbekampagne sollen die Ver-
kaufszahlen angehoben werden. In Linz erwar-
tet man sich im 2. Quartal des Jahres eine Stei-
gerung um 15 %, in Steyr um 30 %. Wie sehen
die Verkaufszahlen fur die beiden Standorte
dann aus? (Runde auf Ganze!)

Ausfuhrung:
108 65 124 75
1,15-L=1,15- (302 127) =347 146)
207 114 238 131
122 99 157 129
1,3°S=1,3°(36 65)=(47 85)
72 79 94 103

Damit hast du eine sogenannte Skalarmultiplikation
ausgeflhrt. Ein Skalar ist im Unterschied zu einem Vek-
tor oder einer Matrix eine GroRe, die nur aus einer ein-
zigen Komponente besteht.

Eine Matrix A wird mit einer reellen

Zahl u € R multipliziert, indem man jedes Element
von A mit u multipliziert. Man schreibt: u-A =B
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Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

9.6 ) Eine Textilkette lasst T-Shirts in den vier GroRen
Small, Medium, Large und XLarge herstellen.
Zur Produktion werden in einer Abteilung die
beiden Maschinen M, und Mg durchlaufen. Die
verschiedenen Produkte bendtigen unterschied-
liche Arbeitszeiten (in min) auf den Maschinen,
die in der sogenannten Input-Matrix zusammen-
gestellt werden:

S M L XL
M, 6 4 7 3
M, 8 7 4 5

Von den Produkten S, M, L, und XL werden fur
eine Filiale 250, 300, 400 bzw. 380 Mengen-
einheiten bendtigt. Bestimme die gesamte Ar-
beitszeit der beiden Maschinen!

Ausfuhrung:

Diese Frage lasst sich einfach durch Nachrech-
nen beantworten. Mit Matrizen geht es beson-
ders Ubersichtlich:

6 4 7 3\, ggg _ (6640
(8 7 45 ) 400 (7 600 )
380

Wir berechnen also das skalare Produkt der ersten
Zeile der Matrix mit dem Stlickmengenvektor; dies er-
gibt das erste Element des Ergebnisvektors. Die ska-
lare Multiplikation der zweiten Matrixzeile mit dem
Stickmengenvektor ergibt das zweite Element des
Ergebnisvektors. Damit dies funktioniert, muss die
Spaltenanzahl der Matrix mit der Zeilenanzahl des
Vektors Ubereinstimmen: (2 X 4)-(4 X 1) = (2 X 1).

Wird eine Matrix A mit einem Vektor v
multipliziert, so werden die einzelnen Zeilen der
Matrix mit dem Vektor skalar multipliziert.

Matrix mal Spaltenvektor = Spaltenvektor
mXn)-(n X1)=(m X 1)

Zeilenvektor mal Matrix = Zeilenvektor
(IXn)-(nXm)=(1Xm)

—— Aufgaben

2.7 ) Gegeben sind folgende Matrizen:
3 -5 -2 6 3
A=( 7 5), B=(—6 —4), c=(23)
-1 9 2 -8
Berechne: a) A + B b) A—B
c) 36-A—-15-B d) A-C e) B-C
f) Vereinfache die Matrix B durch Herausheben.

2.8 ) Recherchiere: Wie lassen sich mit einem CAS
Matrizenrechnungen ausfuhren?
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2. Matrizen

Multiplikation von Matrizen

2.9 ) Wir setzen Beispiel 2.6 fort.
Die fur die Herstellung von T-Shirts in den
GroRen S, M, L und XL bendtigten Arbeitszeiten
(in min) auf den Maschinen M, und M; sind
wieder:

S M L XL

My, @8 7 4 5

Von den T-Shirts in S, M, L, und XL werden
fur die Filiale A: 250, 300, 400 bzw. 380,

fur die Filiale B: 150, 200, 200 bzw. 150 und
fur die Filiale C: 350, 550, 500 bzw. 450
Mengeneinheiten benétigt.

Wie lange werden die beiden Maschinen fir
diese Produktion beansprucht?

Ausfuhrung:

Wir rechnen ahnlich wie in Beispiel 2.6. An die
Stelle des Stuckmengenvektors tritt die Stlick-
mengenmatrix. Auch hier mussen die Spalten-
und Zeilenanzahlen zusammenpassen.

Erinnere dich:

(2 X 4)- (4 x 1) fihrtzu (2 X 1)

Nun sieht das so aus:
(2X 4)-(4 X3) fihrtzu (2 X 3)

250 150 350
(6 4 7 3)_ 300 200 550
400 200 500
380 150 450

_ (6640 3550 9150)
7600 4150 10900

Interpretiere das Ergebnis! Welche Bedeutung
haben die einzelnen Elemente der Ergebnis-
matrix?

Eine Matrix A vom Typ (m X p) und eine Matrix B
vom Typ (p X n) werden multipliziert, indem die
m Zeilen der Matrix A skalar mit den n Spalten
der Matrix B multipliziert werden:

ay ap ... Ay, Dm0 Dig oo 94,

8y 8y .- 8pp | by, by, ... by, _

Apy 8y - App b,y by, b,,
apby +...+a b,y .. a, b, +...+a;, b,
Ay by +...t+ay,b,y ay by, +...+ay,b,,

am1b11+...'+a b

Das Ergebnis ist eine Matrix C vom Typ (m X n).

12
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—— Aufgaben

2.10) Beim letzten PISA-Test wurden in einer Schule
in vier verschiedenen 5. Klassen (A, B, C und D)
die Schulerinnen und Schuler im Hinblick auf ihre
Mathematik-Leistungen Uberpruft. Hier die Ergeb-

nisse:
A B © D
Kritisch 25 % 30 % 15 % 20 %
Normal 50 % 60 % 80 % 40 %
Top 25 % 10 % 5% 40 %
Schuler Schdlerinnen

A 12 14

B 13 11

C 16 10

D 10 19

a) Stelle die Daten in Form von Matrizen dar.

b) Bestimmte fUr den gesamten Jahrgang mit
Matrizenmultiplikation die Anzahl der Schuler
mit kritschen Werten, mit Normalwerten und
mit Spitzenwerten.

2.11) Bilde das Produkt A - B und B - A der beiden

Matrizen:
4 -10 -3 2 5 1
A=(—1 3 1), B=(12 1)
-2 5 1 -1 0 2

Welche zwei Besonderheiten treten hier auf?

Rechenregeln fur Matrizen

Far die Menge M, , der (m X n)-Matrizen gelten die fol-
genden Grundrechenregeln:

Es seien A, B, C (m X n)-Matrizen und u, v reelle
Zahlen. Dann gilt:
Abgeschlossenheit
A + B ist wieder eine (m X n)-Matrix.
Assoziativgesetz
A+B)+C=A+(B+C)
Existenz eines neutralen Elements
A+0=A
Existenz eines inversen Elements
A+ (FA) =0
Kommutativgesetz
A+B=B+A
Multiplikation mit Einselement

1-A=A
Multiplikation mit Nullelement
0-A=0 (O ... Nullmatrix)

Assoziativgesetz mit Skalar
u-(v-A)=(W-v)-A

Distributivgesetz Skalare - Matrix
u+v)-A=u-A+v-A

Distributivgesetz Skalar - Matrizen
u-A+B)=u-A+u-B
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Gelten diese Gesetze (wie hier) fur eine Menge von
Rechenobjekten, so liegt ein Vektorraum vor.

FUr quadratische Matrizen kann das Produkt A -+ B und
das Produkt B - A berechnet werden. Hier gilt aber im
Allgemeinen das Kommutativgesetz nicht:

A-B#B-A

2.12 ) Gegeben sind die beiden quadratischen Matri-

zen
_ (1 2 5 6

A_(S 4) 7 8)

Berechne A - Bund B - A.

o~

Ausfiihrung:
A-B= (353 50) 8-A=(3 Zo)

Eine besondere Klasse innerhalb der Menge der Matri-
zen sind also die quadratischen Matrizen. Innerhalb die-
ser sind wieder jene von besonderem Interesse, die
umkehrbar sind, d. h. die auch ein inverses Element be-
sitzen.

A-At=Ar A=E (E ... Einheitsmatrix)
Wie lasst sich eine Matrix invertieren?

Inverse Matrizen

Gibt es zu einer Matrix A auch eine Matrix A%, so
dass A-A"t=A"-A=E gilt, so heit A die
Zu A inverse Matrix.

1 2).

2.13 ) Ermittle die inverse Matrix zu A = (3 a

Ausfuhrung:
Wir suchen die Elemente einer Matrix

(e 0w (320 1= (5 9)

g h 3 4 g h 0 1
Dies fuhrt uns auf folgende Gleichungssysteme:
et+2g=1 f+2h=0
3et+4g=0 3f+4h=1

—Se=-2g=13 =>f=1,h=-%

. . s a1 (201
Damit ergibt sich: A™'= (3 1)

pones (2 2]1(3 2[5 9
:

) (F.2)-05 )

ININ
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2. Matrizen

Nun das Ganze allgemein:

. -1 _f(e f)y .. (a by (e fy_(1 O
wirsuchen A= (& 1) mit (& g)- (5 1) =(5 3)
Dies fuhrt uns auf folgende Gleichungssysteme:

aet+b-g=1 a-f+b-h=0
cret+td-g=0 c-f+d-h=1

Aus dem ersten Gleichungssystem erhalten wir:
=i s €= aasbe

Aus dem zweiten Gleichungssystem erhalten wir:
f=—aaopo h=aa b

Offenbar spielt der Ausdruck im Nenner a-d — b - ¢
eine besondere Rolle:

Der Ausdruck
|A|=det(A)=‘i §‘=a-d—b-c

wird als Determinante der Matrix A bezeichnet.

Damit kdnnen wir nun die inverse Matrix angeben:
Inverse Matrix zu A = (z db)

Ist det(A) # O, so existiert die inverse Matrix A™*

e —q 4l d -b
und es gilt: A —det(A)-(_C a)
Der Ausdruck
a b c
|A|=|d e f|=aei+ bfg+ cdh— ceg— bdi— afh
g h i

wird als Determinante der Matrix A bezeichnet.

Man kann zeigen, dass eine (3 X 3)-Matrix dann in-
vertierbar ist, wenn det(A) # O. In diesem Fall heif3t A
reguldr, sonst ist sie singular.

Zur Bestimmung der Inversen einer (3 X 3)-Matrix muss
ein lineares Gleichungssystem gelost werden. Der An-
satz erfolgt analog zu dem von (2 X 2)-Matrizen. Auf-
grund des Rechenaufwandes verwendet man dazu am
besten ein geeignetes Computeralgebrasystem.

—— Aufgaben

2.14) |nvertiere die folgenden Matrizen:

=(3) e-59) c-(¢ )

2.15) Zeige mit A = (_g _i), B = (_2 é) dass gilt:
a) det(A - B) = det(A) - det(B)

b) det(A™) = goigm

13
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2. Matrizen

Grundrechenregeln fur (n X n)-Matrizen

Zusammenfassend konnen wir feststellen, dass fir die
Menge M, , der (n X n)-Matrizen die folgenden Grund-
rechenregeln gelten. Diese Rechenregeln stimmen bis
auf das fehlende Kommutativgesetz der Multiplikation
mit den Rechenregeln flir ganze Zahlen Uberein.

Far alle A, B, Caus M, , gilt:

Addition Multiplikation
A+BEeM,, A-BEM,,
A+B=B+A -

A+B)+C=A+(B+0) (A-B)-C=A-(B-0)

A+0=A A-E=A

A+ (-A) =0 -

(A+B)-C=A-C+B-C

—— Aufgaben

2.16) Gib an, wie die Determinante und die inverse Ma-
trix mit einem CAS berechnet werden.

2.17) Vergleiche die Determinante einer Matrix mit der
Determinante ihrer Transponierten und interpre-
tiere das Ergebnis.

2.18 ) Untersuche mit einem CAS ob die Transponierte
einer invertierbaren (regularen) Matrix ebenfalls
invertierbar (regular) ist.

2.3 Gleichungssysteme und
Matrizen

Lineare Gleichungssysteme lassen sich mithilfe von
Matrizen besonders Ubersichtlich behandeln (vgl.
Thema Mathematik 6, Seite 28):

2.19) Stelle das folgende Gleichungssystem mittels
Matrizen dar und l6se es.
3x+ y+4z= 8
X+by+9z= 4
2x + 6y +5z=-6
Ausfiihrung:
Wir schreiben die Koeffizienten in einer Matrix,
die Unbekannten und die Konstanten in Form
von Spaltenvektoren an:
314 - X - 8
Mz(l 5 9) x=(y) r:(4)
2 6 5 z -6
Das Gleichungssystem lautet somit kompakt:
31 4 X 8
222 )-8
2 6 5 z -6
bzw. kurz: M+«x =r
14
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Beim Losen des Gleichungssystems kdonnen wir
nun so vorgehen, wie wir das von linearen Glei-
chungen her gewohnt sind:

M-X=r |- M
M*M-X=M*7
E
also: X =M?-r

Wir benétigen lediglich die inverse Matrix M
Wir bestimmen diese mit einem CAS:

29 19 1
90 90 90
1|13 7 23
M= = 90 90 90

2 8 _7
25 45 25

Mit X = M * -7 ergibt sich:
29 19 11

90 90 90 8 1
|z 7 2. _
X =79 "30 90 (4) = (—3)
2 8 1 -6 2

45 45 45

Ergebnis: Das Gleichungssystem besitzt die Lo-
sung: x=1, y=-3, z=2

Was ist aber, wenn das Gleichungssystem keine eindeu-
tige Losung hat? Wir wissen ja, dass jeder Gleichung in
drei Unbekannten eine Ebene im Raum entspricht und
diese eine Reihe von speziellen Lagen zueinander ha-
ben konnen, sodass sich keine oder auch unendlich
viele Losungen ergeben. Am Losungsverfahren mit Ma-
trizen sehen wir, dass die Inverse M * zur Koeffizienten-
matrix M existieren muss, damit es eine eindeutige
Losung gibt:

Ein Gleichungssystem M - X = r ist genau
dann eindeutig I6sbar, wenn es eine inverse Ma-
trix M zu M gibt. Damit diese existiert, muss
det(M) # O sein, d.h. die Koeffizientenmatrix M
muss regular sein.

—— Aufgaben

2.20) Stelle das Gleichungssystem in Matrizenform dar
und lose es. Verwende zum Bestimmen der inver-
sen Matrix M * gegebenenfalls eine Rechenhilfe.

a) I: 2x+by=9
N: 4x— y=17

b) I: 2x + 3y =13
II: 5x =3y =1

2.21) Wie 2.20:

a) I 2x+3y+3z=2
II: x+3y—2z=6
: 2x— y+ z=0

b) I x—by+2z=-2
l: 4x + y =5
: 2x+3y— z=4
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2.4 Geometrische Abbil-
dungen

Streckung
Die folgende Abbildung zeigt ein Dreieck, das am Ur-
sprung mit dem Faktor k = 2 gestreckt wurde.

Yy o o
64

51

Ol 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

.t e, X =KX
Far P (x'|y") gilt: Y —key
Dies schreiben wir wie folgt an:
X =k-x+0-y X' kK 0 X
y =0-x+k-y (y’)z(o k)'(y)

Die Abbildungsgleichung P' = S - P mit
S = (g 2) ordnet jedem Punkt P der Zeichen-
ebene einen Punkt zu. Eine Figur wird dabei ge-

streckt.

— Aufgaben

2.22 ) Strecke das Dreieck A(2|0), B(4|4), C(0|5)
zentrisch mit den Faktoren

a) k=2, b) k=3, 2

c) k=-5.

2.23 ) Beschreibe die Abbildungen mit den Streckungs-

faktoren k>1, k=1, 0<k<1, k=0
-1 <k<O0, k=-1, k<-1.

2.24) Zeige: Die Abbildungsgleichung
PP=S-P+(1—K-Z mit s=(’6 ?() und

Z = (?) beschreibt eine zentrische Streckung
aus dem Zentrum Z(z,|z,).

Spiegelung

Die Abbildungsgleichung P’ = S, - P

1-K 2k
. 1+ K 2 ;
mitS, = | "5 11+sz ordnet jedem Punkt P der
1+ 1+K

Zeichenebene einen Punkt P’ zu. Eine Figur wird
dabei an der Geraden y = k - x gespiegelt.
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2.25) Gib die entsprechende Abbildungsgleichung fir
die Spiegelung an der Geraden g an.

1
a) giy=2-x b) gy =3"-x
c) gx+y=0
2.26 ) Welche Matrix beschreibt die Spiegelung an der
a) x-Achse b) y-Achse
c) 1. Mediane d) 2. Mediane?
Drehung

Wir wollen einen Punkt P um den Winkel o drehen. Be-
trachten wir die folgende Abbildung.

y

N e o

~
N

N
3T r-sin(\o@ )]
P

1 o risin @
@\ r-cos@ \\ X
o 1 2z 3 4l

r-cos (o + o) /

Fur P(x|y) gilt:
X =1r"+C0S @
y=r-sin ¢
Mit dem Additionstheorem und mit r - cos ¢ = x und
r-sin @ =y erhalten wir:

!

X:

Far P' (x'|y") gilt:
x" =r-cos (o + @)
y' ' =r-sin(o+ ¢)

r-cos (o + ¢) =

r+coso-cos@—r-sino-sing=
X+COS o —Yy-sinao
r-
r-
X-

sin (o + ¢) =

Ssino - cos @+ r-cosoa-sing=
sino +y-cos o

Damit konnen wir die Abbildung auch mithilfe einer ge-
eigneten Matrix anschreiben:

(X') _ (cosa —sina) . (x)
y' sino  cos « y

Die Abbildungsgleichung P’ = D - P mit

= (095 @ &l O‘) ordnet jedem Punkt P der
Sin o COS

Zeichenebene einen Punkt P’ zu. Eine Figur wird
dabei um den Winkel o gedreht.

2.21)Drehe das Quadrat A(V3|1), B(-1|V3),
C(—\/§|1), D mit dem angegebenen Winkel um
den Ursprung:
a) a = 60°

b) &« =-30° ¢) o= 90°

2.28 ) Welche Drehung wird durch die Abbildungsmatrix

(8 _é) beschrieben?

15
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Mehr zu diesem Thema sowie Losungen zu den Aufgaben gibt es unter: www.thema-mathematik.at





