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Zusammenfassung: Die iiberraschende Eigenschaft
einer Reihe von Datensdtzen, deren Anfangsziffern
dem sogenannten BENFORD-Gesetz gentigen, liefert
Beispiele, die nicht nur Interesse bei Schiilern we-
cken, sondern auch aufrechterhalten kénnen. Es wer-
den einige Ideen fiir Schiileraktivitiiten vorgestellt.

1 Einleitung

Es gibt eine erstaunliche und zugleich der Intuition
entgegensprechende Eigenschaft, die vielen Daten-
sdtzen gemeinsam ist, das sogenannte BENFORD-
Gesetz. Es besagt, dass die relativen Haufigkeiten
der Anfangsziffern' einer logarithmischen Gesetzma-
Bigkeit folgen. Fiir die Haufigkeitsverteilung der An-
fangszifferni=1, 2, ..., 9 gilt nach dem BENFORD-
Gesetz (vgl. Tabelle 1)

loglo(l + lj
l

Das ist insofern erstaunlich, weil man wohl eher ver-
muten wiirde, dass die Ziffern 1 bis 9 nahezu gleich
hiufig als Anfangsziffern vorkommen und deren re-
lative Haufigkeiten somit ungefahr 1/9 betragen soll-
ten. Da diese Eigenschaft weitgehend unbekannt ist,
kann sie sehr gut im Stochastikunterricht verwendet
werden. Schiilern kann diese GesetzméBigkeit ein-
fach am Beispiel echter oder kiinstlich erzeugter Da-
ten vermittelt werden.

(1

Entdeckt wurde dieses Phdnomen bereits 1881, als
Simon Newcomb bemerkte, dass Logarithmentafeln
auf den ersten Seiten stirker abgenutzt waren als auf
den folgenden. Der Arzt Frank Benford entdeckte

diese GesetzmafBigkeit 1938 am gleichen Phinomen
wieder. Er gab weitere 20 Beispiele fiir die nach
ihm benannte GesetzméaBigkeit an, fiir die er mehr
als 20 000 Beobachtungen auswertete (vgl. Benford
1938). Darunter waren so verschiedene Beispiele wie
Baseball-Statistiken, Hausnummern aus dem biogra-
fischen Verzeichnis des ,,American Men of Science
oder Oberflichen von Seen. Benford untersuchte
auch Daten wie beispielsweise Molekulargewichte,
spezifische Warmen und Atomgewichte und fand he-
raus, dass diese nicht der nach ihm benannten loga-
rithmischen GesetzméBigkeit geniigen.

Das BENFORD-Gesetz ist ein empirisches Gesetz
in dem Sinn, dass die Haufigkeiten der Anfangszif-
fern vieler natiirlich gewonnener Daten mit der in
(1) angegebenen Verteilung ndherungsweise iiber-
einstimmen. Bestimmte den Daten zugrunde liegen-
de Strukturen, wie z. B. exponentielles Wachstum,
kénnen Zahlen erzeugen, deren Anfangsziffern der
BENFORD-Verteilung geniigen.

2 Ein Beispiel

Eine schnell zugéingliche Datenquelle stellt heutzu-
tage das Internet dar. Offizielle Statistiken, beispiels-
weise von Regierungsseiten, liegen dabei haufig in
einem Format vor, das einfach zu kopieren ist, und
sind dariiber hinaus hervorragend dokumentiert. Als
Beispiel fiir eine solche Datenquelle kann die folgen-
de von dem US Department of Labor s Bureau of La-
bor Statistics gepflegte Seite dienen: http://www.bls.
gov/oes/2008/may/oes_ny.htm#b00-0000. Auf dieser
Seite werden Daten einer Vielzahl von Berufen in
Tabellenform zugénglich gemacht. So sind hier die
Beschiftigtenzahlen von insgesamt 694 verschiede-
nen Beschéftigungsarten im Staat New York aus dem

Anfangsziffer 1 2 3 4 5 6 7 8 9
BENFORD- 0,3010 |0,1761 |0,1249 {0,0969 |0,0792 |0,0669 |0,0580 |0,0512 |0,0458
Héaufigkeiten

Tab. 1: Relative Hdiufigkeit der Anfangsziffern nach dem BENFORD-Gesetz

Anfangsziffer 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Beobachtete Haufigkeit O, {233 102 96 62 54 38 43 30 36
Erwartete Haufigkeit £, {208,9 [122,2 |86,7 67,3 55,0 46,5 40,2 35,5 31,8

Tab. 2: Absolute Hdufigkeiten der Anfangsziffern von Beschdftigtenzahlen im Staat New York im Vergleich mit
den erwarteten Hdufigkeiten nach der BENFORD-Verteilung
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Jahr 2006 (Monat Mai) erfasst. Es gab beispielsweise
14 200 ,, Marketing Manager* oder 21 870 ,, Com-
puter and Information Manager* usw. Wertet man
die Anfangsziffern dieser 694 verschiedenen Be-
schiftigtenzahlen aus, so stimmen die beobachteten
absoluten Héufigkeiten recht gut mit den erwarteten
BENFORD-Haufigkeiten iiberein (vgl. Tabelle 2).

Mithilfe des X’-Anpassungstests ldsst sich unter-
suchen, wie gut die beobachtete Haufigkeitsver-
teilung der Anfangsziffern mit der BENFORD-
Verteilung  iibereinstimmt.  Die  X’-PriifgroBe

Zizl (O — Ex )/ Ey,

mit den beobachteten absoluten Haufigkeiten O, (in
Zeile 2) und den erwarteten BENFORD-Haufigkei-
ten £, (in Zeile 3) hat acht Freiheitsgerade und liefert
fiir die vorliegende Haufigkeitsverteilung den Wert
10,69 mit einem p-Wert von 0,22. Die Verteilung der
Anfangsziffern der Beschiftigungsdaten ist mit der
BENFORD-Verteilung vertrédglich.
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Abb. 1: Erwartete und beobachtete Hdiufigkeiten der
Beschiftigungsdaten

3 Anwendungen

Wissenschaftler aus ganz verschiedenen Gebieten
haben zahlreiche empirische Belege fiir das Auftre-
ten des Phdnomens des BENFORD-Gesetzes gefun-
den. Nicht nur Steuerdaten von Finanzédmtern (Nigri-
ni 1996) und Aktienindizes (Ley 1996) folgen dieser
GesetzmaBigkeit auch Preise bei eBay-Auktionen
(Giles 2007).

Betrugsversuche aufzudecken ist die wohl wichtigste
aktuelle Anwendung des BENFORD-Gesetzes z. B.
im Rahmen von Rechnungs- und Wirtschaftspriifun-
gen (Kumar und Bhattacharya 2007). Besonders auf
diese Mdglichkeit sollten Schiiler aufmerksam ge-

macht werden. Wenn wir einen Datensatz vorliegen
haben, von dem wir erwarten diirfen, dass die darin
enthaltenen Anfangsziffern der BENFORD-Vertei-
lung gentigen, kdnnen wir diesen auf mogliche Mani-
pulationsversuche iiberpriifen. Zum Beispiel konnte
es Absprachen zwischen Bietern bei eBay geben, so-
dass die Verkaufspreise nicht mehr dem BENFORD-
Gesetz folgen. Die Suche nach Betrugsversuchen war
auch der Schwerpunkt der Untersuchungen von Mar-
chi und Hamilton (2006) {iber die Evaluation selbst
erhobener Daten zur Freisetzung toxischer Chemi-
kalien in der Umwelt. Swanson u. a. (2003) fanden
heraus, dass viele Datensétze, die vom United States
Census Bureau erhoben wurden, dem BENFORD-
Gesetz gentigen. Auch hier lisst sich diese Gesetz-
mifBigkeit anwenden, um gefilschte Umfragedaten
zu entdecken, die beispielsweise durch die Praxis des
,,curbstoning * erzeugt wurden. Dabei werden Daten
einfach frei erfunden, als wiirde man — bildlich ge-
sprochen — im Rinnstein sitzen (,, sitting at the curb®)
anstelle Interviews durchzufiihren.

4 Erklarungsmodelle

Es gibt verschiedene mathematische Modelle, die
das BENFORD-Gesetz erkldren. Da es sich etwas
schwieriger gestaltet, in einer elementaren Weise Be-
dingungen fiir das Auftreten dieser GesetzmaBigkeit
anzugeben, beschrianken wir uns im Folgenden dar-
auf, Situationen zu skizzieren, in denen das Auftreten
des BENFORD-Gesetzes allgemein bekannt ist.?

Zum Beispiel geniigen Potenzen von Zufallszahlen,
die auf (0,1) gleichverteilt sind, mit zunehmend ho-
heren Exponenten dem BENFORD-Gesetz (Adhi-
kari und Sarkar 1968). Ebenso weisen periodische
Stichproben von geometrischen Prozessen wie z. B.
X, = 3* die typische BENFORD-Verteilung der An-
fangsziffern auf (Diaconis 1977).

Wenn die Verteilung einer Zufallsgrofe invariant ge-
geniiber Skalenidnderungen ist (z. B. beim Wechsel
der Lingeneinheit Meilen in Kilometer), geniigen
die beobachteten Werte (unter gewissen Einschrin-
kungen) der BENFORD-Verteilung (Hill 1995 a, b).
Diese Eigenschaft der Skaleninvarianz, wie sie auch
bei Naturgesetzen vorkommt, stellt sicher, dass die
Messskala nicht diktiert, ob das BENFORD-Gesetz
in einem Datensatz auftritt oder nicht. Die Skalenin-
varianz sorgt, nebenbei bemerkt, auch dafiir, dass
periodische Stichproben von z. B. 4(3) dem BEN-
FORD-Gesetz geniigen.
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5 Aktivitaten

Wir mochten nun Schiileraktivititen anregen, die
selbststandige Erfahrungen ,,aus erster Hand*“ mit
dem BENFORD-Gesetz ermoglichen. Schiiler soll-
ten dazu ihre eigenen Daten sammeln, damit ein
Gefiihl von Eigensténdigkeit sowie ein groferes In-
teresse an ihren eigenen Untersuchungsergebnissen
geweckt werden.

Naturwissenschaftlich interessierte Schiiler konnten
eine Sammlung physikalischer Konstanten, wie sie
beispielsweise in Schulbiichern vorkommen, niher
untersuchen. Dabei zeigt sich, dass rund 30 % dieser
Konstanten als erste signifikante Ziffer die 1 besitzen.

Die Anwendung des BENFORD-Gesetzes bei der
Entdeckung von Betrug konnte als Einstiegsbei-
spiel dienen, wenn man im Unterricht in den -
Anpassungstest einfilhren mochte. Bereits in der
beschreibenden Statistik kdnnte ein solches Beispiel
viel elementarer beim Vergleich von Verteilungen
verwendet werden. Auch Projektarbeit wire hier
denkbar: Schiiler suchen selbststéindig nach Daten-
sdtzen® und tiberpriifen mithilfe eines Verteilungsver-
gleichs, eines Hypothesen- oder y*-Anpassungstests,
ob die Héufigkeiten der Anfangsziffern in ihrem Da-
tensatz mit denen der BENFORD-Verteilung {iiber-
einstimmen. Besonders interessant wére es wohl fiir
Schiiler, hier mit Daten zu arbeiten, deren Anfangs-
ziffern aufgrund von Filschungsversuchen von der
BENFORD-Verteilung abweichen.

Eine Alternative zur aufwendigeren Suche nach
»echten Daten bietet die Moglichkeit, sich mithilfe
eines Tabellenkalkulationsprogramms Daten kiinst-
lich selbst zu erzeugen und direkt auszuwerten. Die
Tabellenkalkulation konnte dazu dienen, nicht nur
das BENFORD-Gesetz, sondern auch dessen Inva-
rianzeigenschaft sowie einige Excel-Funktionen zu
demonstrieren. Zum Beispiel konnten Schiiler mit
Programmunterstiitzung die Potenzen von 3% fiir

k=1, ..., nfir eine (genligend grofBe) natiirliche Zahl
n berechnen und anschlieBend die relativen Haufig-
keiten der fithrenden Ziffern ermitteln. Deren Vertei-
lung liegt tiberraschend dicht an der BENFORD- Ver-
teilung (vgl. Tabelle 3). Die Invarianz-Eigenschaft
kann untersucht werden, indem beispielsweise alle
Potenzen zur Basis 3 mit einem beliebigen konstan-
ten Faktor multipliziert werden. In Tabelle 3 entspre-
chen die Anfangsziffern der Folgenglieder von 4 - 3*
der BENFORD-Verteilung besonders gut.

In Abbildung 2 sind die wesentlichen Schritte an-
gegeben, um mit Excel die Verteilung der Anfangs-
ziffern fir 100 Glieder der Folge 3% zu bestimmen.
Mochte man die anderen in Tabelle 3 gezeigten Héu-
figkeitsverteilungen ermitteln, so sind nur geringfii-
gige Anderungen notwendig.

Im Anschluss an dieses Einfithrungsbeispiel konnten
Schiiler eigenstdndig Folgen eingeben und untersu-
chen, ob bei deren Folgengliedern die Anfangsziffern
der BENFORD-Verteilung gentigen. Wie bereits er-
wihnt, ist dies bei den meisten geometrischen Folgen
der Fall. Sollten Schiiler Folgen finden, die nicht dem
BENFORD-Gesetz geniigen, konnten diese Beispiele
einen guten Anlass zur Vertiefung bieten. Beispiels-
weise wird die Folge (k + 1)/k nicht funktionieren,
weil alle Anfangsziffern dieser Folgenglieder 1 sind.

6 Zusammenfassung

Das BENFORD-Gesetz ist ein niitzliches Hilfsmit-
tel im Stochastikunterricht. Seine {iberraschende
Existenz gepaart mit interessanten Beispielen kann
Schiilern einen Anreiz bieten, Daten genauer zu un-
tersuchen. Das Gesetz zeigt, wie michtig statistische
Methoden bei der Erkennung von Betrugsversuchen
sein konnen. Schiiler konnen hier Detektivarbeit leis-
ten oder im Rahmen von Einfiihrungskursen in die
Statistik selbst forschend tétig werden.

Anfangsziffer BENFORD- Anteile der Anteile der Anteile der Anteile der
Verteilung Anfangsziffern fiir | Anfangsziffern fiir | Anfangsziffern fiir | Anfangsziffern fiir
35 n=100 35, n=500 4-35n=100 4 -3 n=500

1 0,301 0,280 0,300 0,2900 0,304
2 0,176 0,190 0,176 0,1900 0,174
3 0,125 0,120 0,124 0,1400 0,128
4 0,097 0,080 0,098 0,0800 0,092
5 0,079 0,090 0,080 0,0700 0,082
6 0,067 0,070 0,066 0,0700 0,066
7 0,058 0,070 0,058 0,0600 0,060
8 0,051 0,050 0,052 0,0500 0,048
9 0,046 0,050 0,046 0,0500 0,046

Tab. 3: Relative Hdiufigkeiten der Anfangsziffern fiir die Folgen 3* und 4 - 3* fiir k =1, 2, ... , n
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1. Spalte A: Beginnend mit A2 werden fortlaufend die Zahlen von 1 bis 100 eingetragen.

2. Spalte B: Die Glieder der geometrischen Folge 3% werden mittels relativen Zellbezug berechnet. In Zelle
B2 schreibt man die Funktion |=3"A2|. AnschlieBend kopiert man den Zelleninhalt von B2 bis zur Zelle B101.

3. Spalte C: Nun werden die Anfangsziffern der Werte der Folgenglieder 3% bestimmt. In C2 schreibt man
dazu den geschachtelten Funktionswert [=LINKS(TEXT(B2;0,00°);1)|. Die TEXT-Funktion konvertiert ei-
nen numerischen Wert in einen Textwert, die Angabe 0,00 wandelt das numerische Format in eine Zeichen-
folge um. Die LINKS-Funktion gibt das erste Zeichen einer Zeichenfolge an.

4. Spalte E: Hier werden nun die Anfangsziffern von 1 bis 9 notiert.

5. Spalte F: Die absoluten Hiufigkeiten der Anfangsziffern lassen sich mithilfe der Funktion ZAHLEN-
WENN ermitteln, in F1 zdhlt man mit =ZAHLENWENN(C2:C101:1)| die Haufigkeit der Anfangsziffer 1, in
F2 analog mit [=ZAHLENWENN(C2:C101:2)| die Haufigkeit der Anfangsziffer 2 usw.

6. Spalte G: Hier ermittelt man die relativen Haufigkeiten der Anfangsziffern wie iiblich durch Quotienten.

In G2 schreibt man [=F2/100] und kopiert diese Zelle bis G101.

Abb. 2: Erzeugung der Spalte 3 in Tabelle 3
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Beispielsweise konnten Schiiler die Anfangs-
ziffern von zufillig ausgewéhlten Zahlen aus
Tageszeitungen untersuchen, vgl. KRAMER, W.
(1990): Das Gesetz der abnormalen Zahl. Sto-
chastik in der Schule 19 (3), S. 48-52.



